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第 一 童 . 高 维 布 妥 运动 与 牛顿 位 势 


$1 42 iXX 


(~ Sb BENE. TESEH THE, KR 
成 为 数学 的 一 分 支 ， 根 据 电 学 中 的 库仑 定律 ， 两 个 异性 电荷 
互相 吸引 ,引力 方向 在 其 联 线 上 , 力 的 大 小 为 


其 中 与 4 分 别 为 二 电荷 的 数量 ，+ 为 二 考 在 RO 中 的 距离 ， 
< 为 某 常 数 。 与 单位 月 关 .为 了 研究 引力 ， 最 好 引进 势 的 本 
S. WERE 处 有 - -电荷 gs， 它 在 任 一 点 x Gr x) 处 所 产 
生 的 势 ,等 于 把 一 单位 电荷 从 无 穷 远 移 到 点 x 处 所 作 的 功 . 势 
IgM ESI x 以 前 所 老 的 路 径 无 关 ， 势 的 值 为 
AET 0 
常数 1/2z RAT ARER ERR. 
ARS mr gis 分 别 位 于 点 2 —1,.2,:77, 5m), 可 


CU Tzs‘ ts T : (2) 

qi di» 77 Gm . . 
为 一 离散 的 电荷 分 布 . 这 组 电 蓓 在 点 x (x 六 ww) 处 所 产生 
的 势 仿 定义 为 把 单位 电荷 自 匹 穷 远 处 移 到 - * RHED., BF 
力 和 功 都 是 可 加 的 ,故此 势 为 

LD (3) 


. Zw ca jz — xil 


Th 


现在 假设 电荷 按照 测度 SH. BERIA, HI 
由 上 所 产生 的 在 点 x 的 势 为 
TOREN alay) (4) 
E&x—yl 
DUATHEB) AR a(R) < co, METERREL, IILE 
-g r, Gu(x)-oo (Wi3]S8 3). —— 

o 000 REX RIE G EEMS 上 变 为 函数 Ge. 下 
面 会 看 到 ,变换 的 该 1/24|x — y| PESTERA EE 
移 密度 对 时 间 :的 积分 . 这 正 是 把 布朗 运动 与 牛顿 位 势 联系 
起 来 的 桥梁 之 一 ， 

EEP, 势 论 所 研究 的 , 主要 是 电 茶 分 布 m BARE 
助 于 它们 而 定义 的 各 种 量 闻 的 关系 。 作 为 这 种 若 的 例 ， 可 举 
出 电荷 分 布 # 的 能 1.(energy)， 它 是 势 对 此 # ELA BU 

De c L|, f, 6) 

HUE edEO-mu(RO. -如 果 把 全 部 电 葵 人 
散布 在 某 导 体 上 ,它们 便 会 重新 分 布 , 使 得 在 比 导 体 所 占 的 集 

A 上 , 势 是 一 常数 . 记 此 新 分 布 为 x。 它 具有 下 列 能 的 极 小 
B. 


I, 一 min(7,; BR?) 一 Qs TA) 


其 中 Lg BeAT Cupp), CERE HE R(U) — 0 的 
开 集 已 的 和 的 补 集 。 jw 所 决定 的 分 布 形态 ， 在 物理 中 称 
APUS. HRE ECR), WEEE .un CE, 而且 
Gu) = 1, (Vx € E), I Ge 为 互 的 平衡 势 ; REPA 
势 的 集 称 为 平衡 集 ; 而 eE) WEA EAE, 036 CCE). 
为 死 ， 导 体 互 的 容 度 ， 是 为 了 在 此 导体 上 产生 单位 势 的 全 电 
fj. 以 上 详 概 念 来 自 物 理 ， 以 后 还 要 从 数学 上 重新 定义 。 下 


=m 2 s 


面 简 法 十 更 势 论 中 的 一 些 结果 ， 其 中 有 些 以 后 下 会 用 概率 方法 
WERA. FADARE. 
电荷 分 布 的 唯一 性 : dp Ga 唯一 决定 n. 
势 的 决定 : Ge 被 它 在 Lx 上 的 什 所 决定 ， 
平衡 势 唯 一 : 一 集 最 多 有 一 平衡 势 . 
平 街 势 的 刻画 : 设 平衡 集 三 的 平衡 势 为 Gu, HI 
Gla) = inf(Ga(z): Gele) zd, Vr€ E). (6) 
SPARAR: toG REAN RDEBCNGDER T 
E, 全 电荷 等 于 的 容 度 的 电荷 分 布 # 所 对 应 的 势 中 ,平衡 势 
G po 的 能 Tow 极 小 ; 即 


Ig = (. CG modes 一 min( | , Gade; ACE, 
Cu E 


&(E) — C(E)). €» 


控制 原理 ; AEFI Ai Ga, Ae GREK， 如 处 处 有 
hImÀ.WAQROIEQ 0. 
投影 《Balayage) 原理 : PRSE à — Gua RW E.M 
TEY Á= Ga, WE l 
EGO — Ale), (Vr € E); AGO x hlr), (Vx € RÐ; 
- (8) 
LECE; ARIS AR (9) 
Jt) xS EI Vx 
Á(x) 一 inf(Ge(x); Ges(x) Ze Ale), Vx € Ei, eC E) 
: (10) 
一 sup(Gr(x); Grle) s &(x), Vx€ E; LeC E), 
f | QD 
ER OS ABUMERESR (Balayage potential). 
下 包 络 原理 : 诸 势 的 到 点 下 兢 界 也 是 势 ， 


(二 ) ATSE. 考虑 *# ERREZE R"， 鞭 中 的 点 记 为 
r= (rs tas xs 't ESI RBSEBEE XI |r ces -对 


f-0, i 
B, = (xi |z | < 7); B, = dx] rS 
5 = (x: |r] = r). 
它们 分 别 是 以 原点 为 中 心 、z 为 半径 的 球 ， 开 球 和 球面 . 
引 理 1. 设 FO) 为 一 一 元 通 数 ,? 兰 0。， 如 下 式 去 方 积分 存 
在 , 则 


| CDar ~ 


Th so ls ds. (12) 


其 中 工 表 Gamma AR. 
证 ， 为 计算 


. NODI [pL ene 


ri 
r=1 


Ms 
Ha 
i 


引进 极 沧 标 
x, = SCOS Pys Xa = $ sin picos p, ot, 


Xa m p sin p sin pa * sin, a Sin Q4-i5 
f, fClxIodx 一 | s? Ms - i sin" tp dp *" 
a ? 
tt r sin get Pa- - [ sin quada, 


2x 
27 | dq, ,. 
a 


利用 公式 


fenem er ntt 


LIE . 


ERBIO Dy 
EDAR f — 1, 并 利用 公式 


DP + 1) = rir), (13) 
即 得 球 B, 的 体积 | B. 为 
[ B, =r r(^ 4- 1). a4 


对 7 微分 ,得 球面 3 的 面积 15,| 为 
Is. A r (5). | (2005) 


球面 8 Lu UIRE Luo). A Us(dx) 表 
S. 上 的 均 名 分 布 ,; 即 . 
00 Ukar) = Lade) |S]. |^ 6) 
E 1. 设 函 数 DU R) 的 积分 有 意义 , 则 


|. K(x) dz 一 F 2 万 f D. K(x)U dx) | 一 er 


Q7) 
证 . . 左 方 积分 等 于 


Fh Koreai 


EE 
LODRA a | 
引 理 2. FARSE ARER 00 
AQ) — { dn 2). (18) 


a |e — y| 


WE. DA ORR D EGRE HER CST 1E 0,3 e € D 
或 rED ME. ER S 0, 有 | 


< Í dx + | Xp, x +y) dr 
y leiaz ' ` 


S ieies fa". [x |*7 l 
由 (12), 右 方 第 一 积分 等 于 TOD; 第 二 积分 不 大 于 


1 | MODE | Xala + pds 
xl 一 Ra" 


gn 4 


|3 


B,| 


87-3 H MEM . 

iE. 其 实 , 易 风 a Cy) 的 上 确 界 在 y = 0 达到， 

以 “wv-a.e.” 表 “关于 测度 2 几乎 处 处 ”; 议 gH R 中 
全 体 Bori 集 所 成 的 代数 ; (R*. 497) 上 的 勒 风格 测度 记 
为 工 . | 
5]:8 3. ig 529 (R", °) LARIE, n> 2, W 


fenfA ee Cae) 05 
R x — y|"7? 


I. CS 4DIPIOR ES R1 


NMESCSLLIMU 


< OKA(R?) «o, 
B CI9) c BUVe B, LAN (Lose). R= |] BG 为 
se r=] 
正 整数 ), 即 得 证 (19)# (c 
以 CE R* 上 全 体 连 续 且 满足 lim f(x) — 0 RUE 
[OR MEME 
2|38 4. ix jE C, 而 且 L-sJg , Bi[ 34 nz 3, ü . 


= Hor) . 
BCy) = f. P 一 "LE dx E Cy, 


je — ODl = |f, CH nto ay 


Te 
dx 1 : 
«nj, x1" + 8" Juss HG +=) 
— {Cre t xD dads, ... |. Q0) 


其 中 lI 一 sup GO |. HER e > 0, 如 引 理 ?证 朋 所 述 ， 


[iE Sl 0 充分 小 ,使 (20) 中 右 方 第 一 项 小 于 s/2. 固定 
此 3, 白 惑 风格 收 襄 定理 , 当 y 一 yo 时 , 第 二 项 趋 于 零 。 此 得 
证 eG 的 连续 性 ， 
为 证 lim Cy) = 0, ROL, M 
— a IG g 
eG) (1... + mE + m ) i 1x1? dx. 


对 任意 5 > 0, 由 于 了 可 积 ,可 选 BIRA 07 


fG ty) 1 SIDE. 
P PL as | * f. ED dr < z7 
次 取 ”充分 小 ,以 使 f l , 
IG t y)! y ds 8. 
I [x77 dx | < izil - [x1 ”2 < 3 2 
最 后 


| ata) av | < Iz 十 y) dx. 
| Jam n U»r Ix]: pU ous MU. uu 


由 于 lim fG) 一 0。 存在 “> 0. 3 |y| >a 时 ,上 式 右 广 
项 小 于 6/3. 综合 上 述 , 当 Iyi m a dg] < Es 


$ 2 布朗 运动 略 述 | | 
(—) 4E X. XE CO, F, P) 为 概率 空间 , 其 中 0 = (9) 


是 基本 事件 中 所 成 的 集 , 多 为 8 中 子 集 的 [tEE. POSU E 
. y + 


的 概率 测度 .考虑 定义 在 此 空间 上 的 随机 过 程 {x(1, o), 
1:20). CREF R7. 有 时 也 记 xGo229 x, (0) 8E, r(DH x. 
ER X 25 n iii Bi x) smi: 
GG) 对 任意 有 限 多 个 数 0 nn mots 
aCe) FY om xn). tt xD — xt) 
相互 独立 ; 
GD HEE $220, 2 7— 0, ME rG 十 站 一 x(s) 8n 
维 正 态 分 布 ,密度 为 


- _ liN, fye Re; 
pns 2: > C ER 33 (D 


1 
Gu el 
(ui) 对 每 一 固定 的 o, £— rC o) 连续 ， 
这 样 的 过 程 的 确 存 在 (让 可 参看 文献 [22] $ 3.4 或 [17]). 
COD 式 给 出 ae 一 的 密度 ;至 于 x. 的 分 布 , 岂 依赖 于 
开始 分 布 , 凤 z 的 分 布 。 设 
BD = Pln E 4), AER’. 
由 n = (x, — x4) a CO 和 卷 积 公式 ,得 


Pado f, MO 
-e(a san] D 


为 了 强调 开始 分 布 & BJTERI id 
(OP € AY = P € 4). (35 

KIRI CERTE). 设 吾 是 R^ 中 正 交 变换 , 则 HX = 
{Hz 12:0) 也 是 *# 维 布衣 运动 . 

W. Hx, 一 Hx, 一 Hx, — xj) 
RIKT xax dcr X H0 BOR dr PE RO HX 的 增 量 
独立 性 。 J3OX. X 对 连续， 下 HX 亦 然 ， 最 后 ， 由 (D. 
Ea 一 Xz 有 特征 滑 数 为 


"Boc 


Eco Herr mm e m, (y € R”). B (4) 
由 于 正 交 变换 保持 内 积 不 变 , 并 利用 (4) 忆 及 里 二， 也 是 正 交 变 
换 ,得 
Eg Hsp TO) = Ee rpt aB 


= eH ye nH yA uu en P (5) 


HE Hras 一 Hz, 也 有 分 布 密度 为 (1)s 
25 ELS L: 


平移 不 变性 . 设 定 点 a € R^. D {e t 2.2 2 0) 也 是 
布朗 运动 ; l EM 
尺度 不 变性 ， 设 常数 * > 0, 则 [UD 之 时 也 是 布 
Wis. 
《二 )》 转移 密度 PC, r y) 的 性 质 定义 . 
— rJ? 
pr. y) = py — x) 一 Qa exp (- 1, 


Ss (6) 
其 中 £m). xE R”, y€ R^. 由 (C2) 可 见 , 如 : xu) xm x, 或 
上 集中 在 点 x 上 ,并 记 P, 20 PL, 则 有 
P(x € A) = f. pG.xiyMy, | . (y 
页 直观 上 可 理解 ps ox. 0 X: EAA, E 
出 发 ， 于 时 刻 “转移 到 点 了 附近 的 转移 密 记 .显然 。 它 关于 
x, y 是 对 称 的 ， 
下 列 简 单 定理 是 布朗 运动 与 牛顿 位 势 重要 联系 之 一 ， 因 
20 g(x, y) 正 是 牛顿 位 势 的 核 (n Z9 3 R1. 
Xm 10 


Dm n = w, (220), 


m US m Ep 一 2-2, " m E ; 
g(x, y) =í plrsxsy)dt -1 /|x yl ( ) 


90, - (n sz 2), 
(8) 
HER en 为 常数 : 
Ea T 247^ | 
(ln. e n = SEBf,. 
u 1/24, 8 一 4 时 ， 


0:3: QR > 3M, 
1-2. (& —2)/245,  n=2k c 4 Ij. 


(2. 
UE. XP 5:-0v& 
+ 1 AE [x]2^ 
[re 09 = 
[xp EIE 


Ld ^ 
in/1)—1 =d = 10 
247^ NE FoU (s 21 上 M ) 
Hn 


注意 当 且 只 当 。 > o [P eduli, 在 上 式 中 令 :一 


co， 即 得 


fn 
o 


cjjzlea Cn 2 3); 
oo 


per, od = | (s x 2), 


(11) 
1 ™ LE Fi Ea Se] = l "o à nii 
em es u^ e du r (2 1/29. (12) 
以 了 一 * 伟人 人 (ID 中 的 x 邓 得 (8)s 
比较 $1(15), 可 见 
Ca = 2/ (n — 2)|8,1. : (03) 


= 19- 


证 fx) 为 定义 在 R" 上 的 函数 . $. 
B — (f ER, m wg. m 

= (f; f€ B, H): (14) 
C, — (f: j€ Cii E. fo), = üm fx) = 0). 


又 令 Ill — supl Q| 对 fe B, SEXCERE T, 


TAE = | 1G)pGs eydy G5. 05) 

显然 E ZEN 
Hr a gr «i. (16) 

8] Z (D T,BCC; GD T,C.C C. ' 

证 , 对 feB 有 

ITIO — Tid < i 


| lecce ， 


. Qu) E i a 
一 gcn dy, 
E350 UE, E] E — xy HT, 去 方 赵 王 0. 此 得 证 O: 
对 jc 及 本 0， 有 
ITA < eea exp (- x) f G91dy 


x — GU 
tfi MET Guys eo (一 | dy. 


由 于 Koo) = 0, 34 6270, HEN EAE XS, RU HE BU 
T e/23 HEEN, 当 1x | 充分 大 时 ,第 二 BU < 8/2, 此 得 

证 Tj(o0) — 0. SE&CORIEMIE GO. 
E[gB 3. bf aE . 
imr = Ao .. a7) 


WE. X 62-0; Hii. a a > 0, 使 对 -一切 ys 有 :.， 
eilr 


È 


up fCG-D-—1IGI« 
zirea 2 


于 是 > 
Ur4 一 ^ up (fireon + Jan] Gaym 


EL (- i) Hx * y) — fy) | az 


«5-2 | lg 
y4 uf Ix lm 5/2 (2x0)? ° t 
1 


—-Ixltya 
lzl>spvT (25) ^ d dz. 


E 
-2af 


关上 充分 小 时 ,第 二 积分 小 于 8/24 
kd. 如 fe Co. ， 则 了 于 均 名 连续 ,故人 417) 对 JE Co 成 立 。 
由 (1 人 的 启发 。 补 定义 -7o —f. T=] ( 恒 等 算 于 ). 
.上 引 理 讨论 了 * 一 0 的 情况 ; 诸 于 上- co， 则 有 
8184. 如 fe Co W lim|T,fl| = o. 
证 .对 & > 0, 4E r — 0, f x € Boe (xi[x| mr) 时 ， 
191 之 1/2. TEC 


E 1 
lr «pj, GS 


exp (- iat) [Go dx 


E 1 Iz 
-E — d 
< 2 * T gi | oap (2a y72 = ( 2 ) z 


<E ol af EÈ 

«Te Mif ga (EE) 00 
其 中 

a(B. — y) = (ale — y): x € B). 


因而 :Bi 一 ?是 以 一 y 为 中 心 ，r 为 半径 的 球 。 当 “上 充分 大 
* [I2 + 


时 .18) 中 最 后 一 项 -— 8/24 
为 讨论 对 一 般 上 的 连续 人 性 , 先 证 了 ,的 半 群 性 ， 
BIS. Tio = TT; ($220, 2 220, To = 1). 
证 。 
T TAE) 一 Quo) sr) sn JJ ont ntes t mm dsdy 


-ee 


ceo [EA] inan 


iG * 5 
其 中 每 次 积分 都 在 R” 上 进行 .利用 


=] 


得 知 上 式 右 端 等 于 


[2x + 217^ (xp [- EI Kedr = Td Gn 


由 C16) 及 引 理 5 n. (T,, 2 22 0) 构成 作用 于 了 上 的 线性 
BCTIEUDSEBE.O6) SEE ARE. 

引 理 6. ini 均匀 连续 ,或 Je Co W TO Xj e zo 
均 句 连续 ,而 且 此 连续 性 对 € R^ 也 是 均匀 的 . 
证 .利用 T, 的 半 群 性 、 压 缩 性 . 引 理 3 及 注 1, 对 有 >> 0， 


有 
dT af — T4] s lU - T4 — fl m T4 — fl 0. 
(4 — 05 
对 &— 一 二 0， 有 
Tf 一 了 下 圭一 于 寺 HT 一 州 一 0， 
Ch — Oa 
13-5 


BE .1 的 收 策 黎 为 强 收敛 , 记 为 din. 4 
一 和 :fe B, 存在 sim TL — gen) a» 


简 记 


im u Lag 为 4f 7 g. 


Ed!E d 
AXPER (T, 22:0). 或 过 程 X 的 强 无 穷 小 算 子 ， 称 DD， 
为 4 前 定义 域 . 
下 定理 把 布朗 运动 与 拉 普 拉 斯 方程 联系 起 来 ， 
定理 2 设 FCR. GEB SK XH SCA SB. 
在 R* 上 均匀 连续 , 则 € Du, X 


4) LD AO (Laa) e 


TIME 

其 中 X 一 Cx Xis" 73 x4). 

HE. . 

L1 也 一 * 
Td) 一 s yn | exp |- T [roa 
cad eT Mere Di GD 

d fi &f ar fü pus ,利用 泰勒 展 式 ， 
a . . 


fc) 10) EVT But 


十 一 LM vy zifü (x) 十 < > [£40 


jl 
一 - fs) lzizi. 


f147 


和 之 坐标 分 别 在 z 与 x dea V “的 坐标 之 间 . 以 此 代入 (21)， 
| 


= 


Tw) — fx) + LAG) 
十 Qomat JG, 2, (22) 
其 中 | m l 
(0 4623 — hea D UG) — fa eds, 
N | o l l l 
FG zy 2) om max fa — aN 
则 对 任意 + > 0 有 
HG, 3|sx [em 5 F(x, 2,1) eC tb a, 
tri=1 
= "| Fx,z, De tds 
«| » FC, i» Dale "dg 
o 2maxllf,; [In | O Pe de 
isi 4 dz ls d 


EF f SESE, M :40 时 , BETA 8 SAT 0. 
故 


lim sup | Gr 85 [max la | se T de, 
pO x FE Ier 


E18] 1,34 5— oo B] AAT 0, d 
lim sup [JCz, x2]. — 0, . 


由 此 及 (22) 得 


Jim Tit aos 
t0 [4 2 


注 2， 如 了 有 界 . 二 次 连续 可 微 , 则 车 任 一 紧 集 KCR”) 
E.A 
lim T fo 一 lA. Q3) 


TO 


实际 上 ,只 要 在 上 述 证 明 中 , 改 sup 为 sup > 改 " 均 与 "为 
E“ K E5”, w [|] 为 sup If». 


(Z) 作为 马 氏 过 程 的 布朗 运动 。 考虑 (O..97.P) 上 的 
布朗 运动 (x(e2.: 人 0。 不妨 设 xe) = 0 因而 PORC) 
—0)-1 (ANAE (x09) 一 alo) r > 0], LOI EE 
一 布朗 运动 )。 自 然 地 称 它 为 自 0 HRW. e 24120 
Ux Qo. su m 所 产生 的 o 代数 , 记 or, m t 一 
Lol]... 

今 对 每 2€ R", 定义 io em x, (0) 十 a。 由 平移 不 变 
性 、 知 X* {eCo 222 0) 也 是 布朗 运动 ， 自然 地 称 它 汶 
自 4 出 发 的 布朗 运动 。 注意 由 (L(6). 5 er) 产生 的 
0 代数 也 是 VY， 以 己 表 在 .A EFEDRINE, LH 
祷 足 下 列 条 件 的 唯一 测度 ; 对 任意 S a a A tao 
LE d^, 

PS) € Aistros xn) € Au) 
= POx(r) t aE Atta ltal d-a€ An) 


= | pU asda) a p Td. fgs da) 
ej Ps 一 fm-is 4-12 ds)» (20 
其 中 pG.r.) MEN., ÆA E PRAF P. 


a 16 。 


全 体 X'(acR') 构成 一 马 氏 过 程 X = (r Ni Pe) 
这 里 的 a, 应 理解 为 全 体 x(ac RO, 它 的 转移 密度 为 《6) 中 
的 plt, x. y)， 此 马 氏 过 程 是 由 各 点 盟 发 的 布 明 运动 所 共同 
组 成 ,因而 可 以 利用 马 氏 过 程 的 理论 ， 以 后 所 说 的 布朗 运动 ， 
无 等 别 声明 时 , 均 指 此 马 氏 过 程 。，X 有 下 列 性 质 : 

1) 由 引 理 2 CO 及 轨道 对 上 的 连续 性, 知 交 是 强 马 氏 
过 程 (文献 [8 中 定理 3.10). 

2) 出 引 理 2 及 文献 18] 中 定理 3.3, X S lrs Nre 


P:》 也 是 强 马 氏 过 程 ;这 里 .Yi 一 门 An XBI8) 引 理 


33, 美 于 过 程 ,7 为 马 氏 时 间 的 充 讲 条 件 是 : V2 0， 
ADEN. 
3) UFEN 关于 一 切 P, CER") 的 完全 化 0 t 
XX, P, EP, EF EZER, B Go Fa P.) 也 是 强 马 
氏 过 程 (文献 [8J 中 定理 3.12). 


$ 3. 首 中 时 与 首 中 点 
《一 ) 首 中 时 。 近 代 马 氏 过 程 论 中 的 一 个 极 生 要 的 概念 
是 首 中 某 集 二 的 时 间 。 对 n HEADERS) X RR B € DEN 
inf(f2- 0, (e) € By， 如 右 集 非 空 ; 
halo) 一 m EE E. a) 
FR An C= AaCo)) 为 召 的 首 中 时 (hiring time), 亦 称 为 
Be( 一 Re 一 B) 的 首 出 时 ， 
h, 是 马 民 时 间 ， 当 8 为 开 集 时 , 此 结论 极 易 证 明 ; 实际 
上 ,由 轨道 的 连续 性 ,对 :>> 0， 
Grr iJ EBEN 


Erer 


"ELA 


但 对 一 般 的 B € em" MERR DRE RF EU. Cheque: MI EE? 
论 ( 见 文献 [1] 或 [231 中 附录 》。 

在 (fp o) 上 考虑 x(n) = xis» os EALE 
量 , 取 值 子 R*。 称 它 为 集 下 的 首 中 点 ， 显 然 , 如 情 是 紧 集 , 则 
xha) EB， 对 一 般 的 B, 只 有 alhs) € BCB BB t). 

引 理 1 (0-1 律 )， 设 4e .六 M 

(—— PA) — 0 d 

AE. DL, 表 X 的 推移 算 子 ( 见 文献 [$1)， E BoA > = 4; 故 

由 马 氏 性 得 


PLA) = PADD 一 人 PADAL POP GO) 


= y Prol AP, (do) = LPA) Tg 


— BER s= 6 Cur, 一 fw, 放 由 引 更 1 


>Ü 
Pho = 0 = 0 mt, 
在 后 一 情况 , 称 。 20 BRA; SURAR. EWE 
说 ,从 a 出 发 , 作 布 基 运动 的 粒子 能 立刻 击 中 旦 的 点 是 吾 的 规 
则 点 ; 因此 , 容易 想象 , 3 在 规则 点 附近 不 能 太 黎 醇 。 以 直 表 
5 的 内 点 所 成 的 集 ， 由 X 的 轨道 的 连续 柱 , 如 ac B, Da 
8 的 规则 点 ;如 a€ (B) Ce 表 补 集运 算 ), 则 自 a 出 发 ,必须 
EFR GY 中 停留 一 眉 时 间 而 不 能 立即 击 中 B. da REB 
的 非 规则 点 以 B' 表 瑟 的 规则 点 的 集 , 由 上 述 得 
l PBcCHB,. ` (2) 
剩 下 只 趋 边界 OB(-BnBO) 上 的 点 。 可 以 是 规则 点 ， 也 可 
能 非 规则 . 
Au BH PURO B 非 空 。 可 网 对 一 般 的 集 , 规 则 点 
应 很 多 市 非 规则 点 虽 较 少 ， 的 确 , 以 后 会 证 明 (§ 3, XEXE 4), 


£408 


# 中 非 规 则 点 从 BACO 的 工 测度 为 0. 7 
一 个 极端 情况 是 Br 一 m CAO. IRE BASE SUR EE 
HER. KESHE ,如 存在 DEB, BCD, D = 9, M 
此 定义 : 
Palha = 0) Plhy = 0) = 0, 
故 自任 一 点 = 出 发 都 不 能 立即 击 中 莹 集 . 了 3. 
更 极端 的 情况 是 自任 一 点 出 发 产 永 不 能 击 中 的 集 ， ES 
AER M Palha S00 = 0. 
TA REENE. DEM: 紧 集 是 极 集 的 充 要 条 
人 sg D. 58 为 极 集 的 充 要 条 件 是 它 的 容 
E CB) = 0 ($ 14 定理 47. 
二》 首次 通过 公式 .此 公式 很 重要 . Wr 为 马 氏 时 间 ， 
对 = 用 强 马 氏 性 ,得 
Pix, € A) — Plx € d, rl) 
a Ino € A)P(v€dso x. € db), © (3) 


AMAR REA GO. 有-、 
Ejtxe) =E oO, T >: B 


十 | E Esf(x, )P.(v € de, x, € dE), (4) 


MNT 

特别 ,如 取 = 一 ha。 则 因 x(hs) € Bs LIEN CO HRR 
^|. ses |. | mE 

(=) REHE. -RY B. RHE 如 的 分 布 是 相 
当 转 难 的 问题 ,对 首 中 点 OS) 也 如 此 ， 只 是 对 少数 的 B fr 
题 可 以 解 类 ,例如 球面 $ = G: lsi = r) r> 0, Eir sS H9 
首 中 时 为 如 | | 


定理 1 D PB.) — l, Clal Er); 
iD Ehe = rna. 
i) EJ 当 ja| Sr FER. 

证 . 由 (4) 

Edla) — EGO, h 27 0 


十 ( , Ef Cx, P4, € ds, x (h-) € 4). 


e» 


特别 , 取 f(x) 一 Is m > 地， 由 于 CO 的 每 个 分 量 GO 


在 开始 分 布 Py 下 有 A oN + ) 一 维 正 态 分 布 , 故 
Ex; Y =b tr 
从 而 


Es) 一 D, EuDnGOP = |El + az。 


ELTA GHE 
nt = Ef x15 > #1) + [ N [ief 
+ nC — s) KE ds ,xhr) E db), 
M bE 5 B. jèl 一 + 是 一 常数 , 故 
nf Ehr, h 77 £) 4 rP h S&A) 
+ nE — he Ar Ss 
亦 即 
站 十 n EQ ALIE I) 
= EK e) PP, 1). 
xonplÍrdB4 dee GE 
mPolhe 中 十 nE hn hs SE) 27, 
令 1 o0, 可 见 Po >A, 或 


* dd * 


(6) 


(0D 


(8 


BA.-—oo)-13. © (0) 
[28,35 ;— oo Hi, f Ed 一 ce， 于 于 


EQ, = f sdF (s) + N d FC 
bere «PC, > 2, 


其 中 FO = ROSSO, A fO. 7 2 — 0, (605). 
HER O), FO PE :— o, BD nE, (4) = £^, HERD 

SARR a, lal mr. DÀ Suela) RA o 为 中 心 、w 
为 半径 的 球面 。 选 * ARKE Seala A NR A 
S. CA hala) Z Sula) 的 首 中 时 ， 和 加 一 4(0)， 则 

Phr < Akap — 1. 

出 布朗 运动 的 平移 不 变性 ， 

Pdr < o0) Z2 PLC Ca) « 00) — PCA, — 90) — 1. 
最 后 ， 


a 


Ehr 去 E,[6,(2)] 一 Eh, 一 a " 


以 ee 表 吾 的 首 出 时 , 即 ee 一 he. 

X1. i Bec" ARI) E. 对 «€ Bo. 

UE. RENRSACAKSUXRI A B, JHA EIERN. à 

EL WBA MAEA. 例如 3 设 a = 2，Bs 一 (x: 
r€ R, r0, 00a), 0 是 +x 与 向 量 (1, 0) 的 交 表 ,可 


以 证 明 : Een) < oo。( 一 切 «€ B2, UT a c L0 
一 般 的 连通 开 集 B, MIREN: Eet) < oo RE a € 8, 因 
之 对 一 切 ae B 成 立 ， 等 价 于 存在 调和 于 B 中 的 天 数 w， 使 


Ixl? ns), rE B. 克文 献 [2;2] * 
* 21 -> 


Hc. ma 的 分 布 、 在 文献 4 中 证 明了 了 ; 
2m apf- Ss (> ) 
P, > a) PX ef E 2b (e = 0), (10) 


其 中 gu 是 Bes BU 7,60 (v = Z — 1) REFA, X 
Eni = ar + "m" aD 

那里 还 发 现 了 一 个 有 未 的 事实 ， 以 TH? 表 = 十 2 维 布 并 

运动 在 # + 2 维 球 B, (s. 2<) Aires i, 


以 如 n 维 布 朗 运 动 首 中 球面 5 一 (s. S 好 一 站 的 时 
El, Wi P; que E jte RI Zr, E pem. — a) 也 等 

于 C10) 之 右 方 值 . 这 些 结果 为 [10.] 所 发 展 ， m. RET Žr 
的 拉 氏 变换 : 


Eye -G) LOL ZA [6 DIL QO/236), 


. (s = 2), - . : 20 A | (12) 


其 中 为 modified Bessel 函数 ， W 3T 1, 0« u <r; 


而 
Ey "M iym 4, .CViDre 十 Dh 
GD) (0002 
在 上 二 Xd, 7 9. 


(Fd) 球面 的 首 中 点 。 今 讨论 首 中 点 "5 的 分 布 " 
ZH TD, PGG065)-—1, jaj ér. FEWER: 关于 
Po xC5) ARE EAAS t Un Ur 由 $1 人 0) 定 祭 。 o 

设 五 为 R* 上 下 交 变 换 ， 它 把 点 * 变 为 点 Hr, WEAR 
93K HA = (Hz: x€ AJ: S87 ERJRIEEU SOSA HORSE, 


€ 223 . 


in UCAD) = UCHAD, A € gg. 
.9W8 2. jk) S, EZAR, 它 对 任 -保留 原点 不 
动 的 正 交 变 次 (或 族 转 ) 理 不 变 ， WP U-—U. ^ € 
WE. 1? W e o6 U ZBER, 5 是 以 为 分 布 之 随机 向 
EBI PCE A) = UCA bB - 
PCE-EE A) = P(e HA). 一 ` UCHA) = LUCA) i 
AHE 5 ERa. 于 是 
MOSES Eoi n — EQ HP am -ci 2 P plr), 
HEES ELEERTERE, 放 必 为 E 的 函数 ; 从 而 存在 
一 元 函数 eG), 使 
M aple) o dC DS, (x € R^), 0 (042 
OT U, 对 上 述 变换 不 变 ， did ERI: 对 U, DREE 
Yu, 存在 一 元 函数 dA, 使 


ple) = dC D. eter. "05 
而 UU 的 特征 函数 p GO ERO B v MEE 
~ girls D. Gen E ,Q9 


PuMESDO 有 C S 
Qm, ODD s], vien], mmodo» 
~f, neo (j, Arua ) = T, m0 


Ef wy DV) = cr a7) 
因 之 
wp ~ és P tle D= Tes 
(re R” Jy P 
X2 ASAR ACE, 有 


t 23 5 


PG) € 4) = ULA). 2c (I8) 

证 。 以 互 表 引 理 2 中 的 变换 ， 财 4 2 5p 1, HX 也 是 布 
BDE. UA Ar HX 对 S, 的 首 中 时 ,出 因 正 交 变 次 保持 距离 
TUB. xS =h. FE 

Py x(h,) € 4) 7 PEHO € AY 

一 PCHx(5,) € 4) = Polx th,) € HA). 

这 说 朋 xORO Honk HC Rx. 但 五 :可 以 是 上 述 任 一 
正 交 变换 , 故 由 引 理 2 即 得 证 人 18) 

ik3. $5 &wuEBI a XRPHEE— x da Jl | 

P. (x(h,) € A) - f r">] EIE 一 £j |» — x| "U, (dy), 
Cx] < >)。 l (19) 

特别 , 当 x 0, ERAS). 

注 4。 人 能 具体 求 出 首 中 点 分 布 的 , 尚 有 : 

1? 超 平面 H 一 x: (a, x) mi e), 其 中 向 量 a < 0, e X 
常数 。 以 产 表 ODD 上 的 面积 测度 , 则 

PCxz(hn)E dy) 一 eee n(dy), (22), 
其 由 (x, n» 为 * Sin REN. 

2? M n am 2H A EF 0) BR, (x n3 0, Y Enl E 
中 点 有 柯 西 分 布 密度 为 Ix /aG8 十 y), Cy € R1. 

Go AA. KAR 了 在 点 zx 下 连续 :如 lm f0) => 


IG. 
XRR3. dk BEZ", WE P.C. SO 对 国定 的 x 是 
+ > 0 REAA HEER  — o r FEARR, 

证 . RaR > 04 Pths = 1) > 0, MAHER d, 0 
acr 


. 24 


Mr 


ML, 


| POl, £s JAPp ia — a — dy T PCR |) > C 


tm 


i ooe (29) 
于 是 存在 > 0 使 BET 
fria pum, yP Cha m me d Ydy. alus 
>E Pn) —9 7 (Q1 
C LE 
J PGs ry > 0 o RD 
否则 P, O= rdh 0 CL — are yy) BUDENE 
0. 和 
| T l 
= pads s dme 
FG) = " Py (hs x Di. "E . . 


AROE fyg n dE PORA RUTRDMA TOR 
续 点 ; 但 (22) 却 表示 其 不 连续 点 非 可 列 ， EFREN TER 
前 一 结论 . 
固定 > 0, 注意 LE ee futs 
| pU, x, Psy < A mig) ay 


= Pe (Ais E (2, s w€ B). 

由 $2 引 理 2 CD, AD AAAA EA d LOI Ey 
Iia, < D SPED, MARA PE C 

定 捍 4. 设 BE æ, 则 8" 是 GAR, mE BAY 
HI LIRE 0.05 ZEE 

证 ， 由 定理 3 后 一 结论 知 , XE D e 0s C 
P 所 让 之 a) ERRETAN B 是 GEB 

~ £5 a 


= {xr Plh = 0) = 1} 1 a (ifs <4) 


>1 一 十). 


任 取 相对 紧 集 ? ACEN GEY EE ， 
in| Bed). Q3) 
实际 上 ,我们 有 
P.C, € A) m POR ED PLA m) c 
6c NE CA BIS x€CBDS ou 
cl Simi (x, €t) m in. e) mt. 
H Faou 引 理 得 证 (23). 考虑 有 办 连续 请 数 GO: u 
fü) = È Xale + Kalede =Í xo Yel 
dir e UM 
BIG "E, i} X, e Eede -1|, Po, M EE | 
l E X n SU DU 
由 (23) ,得 4 ARS 
[al = fret dim EGO 


一 [3 MZ Gik De — 0, | 


dis. E fs, pr PS < Ls YE. BCR, E 
mio fato, 2i 是 热 人 号 方 和 
8j 
Or 


1 


uo Tou 


= z^ e» ILE E 


1) AE PPE ` 
26 >» 


在 下 列 条 件 下 的 唯一 解 ; . ` 

FERE fe, 0) 一 0， (x € BJ, 

[PE limftx; 0-3 (> 9,y € BF) BD. 
因此 ， 可 视 户 (zy z) 为 于 时 S :在 点 x B- 上 的 温度 . 在 
Hj c Eq BULAJHEEASES E 中 的 总 能 量 为 

EG) =f, P, Gadi f KG n 

TILLIE LLIS] i HR & = 3, fea bo Bo 21005 7o 5. 
~ Esl) œ ECÓB) + «Qo PLC CB) e^ + veys 
而 且 若 她 为 球 ， 则 oyan (02-0). AEC EE 
ETE EE C UT, L$ 9). 


GA dmm 


: (—) EX m 了 CR — ERROR CO 在 4 
中 调和 ,如 它 在 4 中 连续 , a Ora. s Banner itp S 


sys 20 n e P VERO sh Nota 
AA 2) Ox - b bU Q0 
"T PT 为 任 一 定点 ，e 与 6 为 二 m 4 | 
k(x) Tt .Cn 2), Q) 
[ICON = £4, 十 czlog .一 C = 2. G) 
TE M 5 


— AN, 它们 在 - R” — {a} 电 调 和. 事实 上 ， AC) ER 
在 a 点 让 连续 . 设 a= (as Tt f£, de) Yl 


I- al finm [C v 


Xin2, "m 


oh ,QQ 008 m- dj) 


n Ix — a]|* 

UR n(n 一 2) (x; — a; ^!" m—2 
óx af je =a J 
由 此 知 A WEG). e= 1, 2, WEBS fl. 

SEX 调和 函数 定义 中 的 连续 性 必 不 可 少 ， 

下 列 fioe 定理 ,很 是 有 用 。 证明 见 文献 [e] 第 5 章 
$1 《或 文献 [122] $5.1 定理 17 及 本 文 5 2 定理 2 

pi SE PII LEES LEONE T - Au 在 
4 外 存在 .连续 而 且 有 界 : 则 对 一 切 x €i 8 


Eslu] — nG) — E. adas, ^ 00 


5 


lz =al" 


其 中 < 一 ei AARRE. . 
由 {4) 知 ,如 * 在 有 4 连续 且 在 4 内 调 科 , 则 
Hr — E.ds(r2ly Crea) ©  - (5) 
下 面 讨论 调和 性 的 等 价 条 件 . E 
称 函数 fCx) 在 开 集 4 中 为 局 部 可 积 的 ， n 它 在 4 中 每 一 
XR EIS LRDELS K ale) 在 4 中 具有 球面 平均 性 ,如 对 每 点 
a€ A IgA Ba) m Ex: Tx — a] S r)C A, Cr 77 00, 


“(a) 一 " COUCH. (6) 
U, WRT S C) ERSAAT. E t3 E2, 可 改写 (6) 为 
uey = Esel | l . (7) 


e 为 5,Ca) 的 次 由 时 。 也 是 开 球 B = Cr: le> ajar) 
的 首 出 有 时。 这 是 球面 平均 挫 的 概率 表示 . 

定理 2。 函数 Cx) 在 开 集 汉中 调和 的 ERAT EE 在 
让 局 部 可 积 而且 有 球面 平均 人 性. 


*28 * 


E 


证 ， 设 (x) 调和 .由 连 续 性 得 局 部 可 积 性 . 任 取 o € A, 
B CDCA, XECOTRIB n 26 A, e 为 =r* 即 得 球面 平均 性 ， 
RZ k ARAR MERE). RE A E COD, 
MAE Ah 一 9. 否则 ,如 说 在 某 点 ae 4, 有 if(o) 27 (C 0 
时 讨论 类 似 ); 由 于 hE CCA), MIE BTA, 使 . 
PÁKAh(x)z0,r:9e)md. 5 
由 (4) B 
SELA] 一 MG) 一 teff as Cedas] 100 


这 与 满足 (6 矛盾 

-MEER A € CC) EREE RAI EEDEN 
更 强 的 结果 : 如 4 在 4 中 局 部 可 积 而 了 六 有 球面 平 汐 此 ， 项 
RECU. 

为 证 此 ,首先 注意 : E go (se R") 为 工 可 积 , 划 有 等 
式 ( 见 $1, 系 1) | 

FOREN ur eU, Gp)» "de. (8) 

其 中 18 为 单位 球 的 面积 (3 1 (15))， 任 到 ES 
> 0, 使 球 Bux c A. BL 30, oo). E R3E fA EART 
PLE EROR, CE, 0) E420 0 eco 0) LAS 0. 
则 由 (8) 有 000— 

WD — 1. aC Qr - uy 


Bi] ioa 
om sd PII sy touan] iar, 
casi f oc se oom] en. 
D AECA) Matha Ken) Sos etc. ; 
: Pp" 


casi] 965 (E. KOU, C mw 
sa jewel 


但 比 式 去 方 作为 = 的 函数 在 E BGD BINA; ce: $5 

RyAGOdu E. 0C 
对 局 部 可 积 函 数 £O, 以 SIC E EUH RE S < 关于 J 

BDA ESE: 


Srf(Cay = P fGYU (dx) — 


f(x ) Lux). 


IC 
EGO AEAEE Bay X PRU TFS 
" 


IT os 


[BK 3: 2.60 MRR. RUIE DM i 


B'(a) = ID xen C cos E 


7r CO si. | Qn 


"E 则 AQ) 一 SUÀCL DL AAA D IR S j 
| BAG) = 5. (a) 人 S. Ca) Mu = 0). (12) 


B,(e)1 
BAUR HH v ， 
C Wes ERHEISPURERERVE DUAL KTR, D 
mdlcowe, 
L2 RAE 中 调和 市 有 有 十 四 (或 上 界 ) 的 函数 (x) 
县 一 常数 ， 
证 ， 因 调和 说 雏 之 负 仍 调和 m 


2:30 à 


EEIT 02 ERLA e yv am dee yy. E 
r> 0, 有 B.GQOCOBa.Q)y WE 00 so 


d Alan uim E M m 
"T E wo HEN 

(BG) PAG) < Is tie, u 
T ns m 


BOO E Ba IOD o 


ig pr 立 得 AO) & AG). .四 与 ?的 
indul sts 


对 称 性 即 得 Ho 一 CDs ZEILE 
定理 4 RAIRE) IRE). UR ERU A dA 
TH, 在 4 due 加 对 窒 意 a 总 所 用 '” O 
inf. HORE ICE mpe» GO C13) 


^cw Buelesissdh desees cin e 
MIT AREA. WO Dl UC 


i AGO: e Ed (21 -i m uidi ice € A HRL 


EET SS QU 和 
pod dris tota s 
send emis Viso Run, 
i dila agone PERS uod 
a. 设 e relr, R) Md a c es Or eund 

的 首 出 时 ， 则 对 <c4 有 D TE b 
Cen — fa [R m 90, 9 2); 
Pn m 7 jus oa le Cog R= lga)» kn =D: 
BEN " eid C9 
dk. a2, W AG) - "S ， 由 例 1 知 它 在 4 中 调 


+ 


和 ， 又 由 53 El, Pake 地 00) — 1, («€ 4)， 从 而 
Pn] = R) Pd = r) m.s 
以 此 所 的 表达 式 忧 人 BC) 一 Edhe) la 18 
apo =È REÇI PARI = r) rmm r), 
HETIG hiie. 同 理 ,对 ”一 2 , 取 AGOS log Eel, 
可 得 后 一 结论 m | 
b. 4 er 为 球面 SQ) = Gr: Jal 一 7) 的 首 中 上 时; 则 对 


lel >r, " : 
mos cb, or uo JOa, m3. 
p 
le, < 00) l, 2x2. 


ZEE, emi R)» ax 
BCe, < 0) = lim? e. =r, 


由 此 及 (14) 即 得 (15).… 
e m III EET P PIED 
为 的 邻 域 rs 的 首 中 时 , 则 "E s. 
PLA, < 00) — 1 (16) 
SE. RODA AAt = omar. HAMT 
BHATUCRHE3E P 也 成 立 ， 对 ARAZI (16) HAR BR 
其 中 的 加 可 理解 为 音 点 集 15} 的 首 中 时 ， 实际 上, 设 ER 
任 取 cc» B. 则 由 (16)， 自 < HR PER e 的 任 一 不 含 5 的 邻 
域 的 概率 为 1; rU ED Race boe, 中 间 终 过 5 之 
FERAS 、 
. 二 维 布朗 运动 轨道 处 处 向 密 ， E uu 
D, - (o: (Cosi zr) fE R RO. 
WIEN as COO = 1, C 0 
实际 上 ,以 如 REL (x: |x — So BUB RD, Rm 


(15) 


Go， 


. 32 + 


PD = P(N 们 (二 oo) 一 和 


其中 之 交 对 一 切 二 维 有 理 点 56 员 有 理 数 + > 0 进行 其 次 
P,CD,) = P0, D) 一 EP. (DS) - 1, 
e 由 于 对 任意 127 0, PD) — 15 故 
P(ümiz]|-—z:)-1: 
UT (17) 
Pim |a, - 0) = ], 

OE BAR], ERAR (0) RE. bik, REE 
ODRES r- 0 再 令 R50， 即 得 PCa o0) — 0; — 
Bj a z 0, 其 中 co 为 10} 的 首 中 时， 其 次 , 由 Plr 一 0— 
0, C> 0), 得 Puy e, < 的 ) 一 0， Pia. e.), " 

Pe, — 00) 一 EP.o e < e) 一 
令 (0, 即 得 PAe < e) 一 0. 于 是 得 证 
Pe, 0} = 0,- ' el^ : 09 
亦 即 得 证 10j 是 极 集 RU EUEM RAUS 
o ARTHA c < BRAE, + 1 时 ， kg, ; 故 一 E 
MEAE PZE. 0078 BELLE 
(6 Lg " >i — DENM 
UA 0 UE | Pin Leine oo) 1 ' MM 


因而 它 水 党 到 注意 ， EANET, 为 证 此 : 念 
T, = inf(1 — 0, PI x m), sa infQo > Dada! > m’), - 


由 $3 ER 1, Pen «705) 7 1, E ay CHIENS m. 从 
T. FG uu o0) = 1, Xa 220 0). 次 重新 得 证 - 


Fs lul = e) ct, 07007 (QD 


HABRAS) 


LEE 


P, (Tu) — oo) = EP atum l To — 20) 
| TAG) eM. 
故 对 一 切 ae, 有 
D PEG DI 所 mw 对 菜 D 


= > P, Qu, Tw) < 00) = X -mo 


Jg ig Borel- Cantelli 5|, mem 已 -三 率 工兵 
现 有 限 多 个 ;此 与 (20) 结 合 即 得 证 (349) 


$5，Dirichlet 问题 


(一 ) 问题 的 提出 与 解决 ， 设 多 为 开 集 。ACC R's 28 2. 

在 4 的 边界 84 上 已 给 连续 函数 4, 需 票 求 出 在 了 连 线 ,在 4 
HRADE A, dul EGRE. : 

P(x) 一 Hy ME Q) 


c Ducis 原理 ” WT. BEGURRGUR GU. „1909 
年 Zaremba 及 1913 Œ. Lebesgue 都 给 出 了 甚至 当 4 有田 时 
也 无 解 之 例 . 1924 年 Wiener 提出 了 广义 的 D-[)288 , Je EIE. 
有 解 . 但 估 未 发 更 与 布 裔 兰 动 的 联系 ; 这 种 联系 是 Kaküiani 
于 19444 Deob 于 1954 FREJ. ZEE 
五 -问题 是 否 有 解 , WETER DA LAIKE dro t NE 
Wi]. 粗 酷 地 说 , A ARARA BECK oc DL Gf BRETT 
LE AIRE RET Bl rl d^, PETAR. 

”如 4 有 界 且 有 解 , 则 解 必 唯一 ;对 无界 的 4， 则 解 可 不 唯 
一 而 有 无 穷 多 个 。 
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D- 问 题 在 微分 方程 理论 中 已 有 很 深信 的 研究 , RIIE 
不 追求 间 题 的 更 广泛 的 所 法 ， 而 把 重点 放 在 概率 方法 上 ， 入 
HERBI D- 问 题 最 初 发 现 布朗 运动 与 位 势 间 的 关系 的 . 
EEL HASARRE, ACR, Z2, D-IRUEUS 
解 的 充 要 条 件 是 DA 的 每 一 -点 部 是 At 的 规则 点 ; RUNE AGO 
唯一; 而且 可 表 为 ， 
AC) 一 ESG) € € 2» (2) 
MUT a rhe i 
dE. 1? 唯一 ， 设 加, h BER, RU A, hang, 
在 B4 -上 为 0， 由 $4 航 大 原理 :得 
一 KONE {r€ DD 
2° 充分 : 四 .4 有 界 , 册 53 A 1. RAe 0100) 0n 1. BF 
DA 的 每 一 点 5 对 A 规则 ， s PK. 一 123 =i 因此 ,由 (2) 
定义 的 h(x) 满足 边 值 条 件 : : | 
BM ACE) 一 Ey) 一 TX Uem 
RAAR I XE OA 1 ER, B. ( BOELA KG) 有 
RUD HOSNII BL f: dV vsu t 
DAT ARESA — &€4, B (CA. me 
HI MeLEII M mE o 
AGO 一 Esf(x{T ET EEEO 
= EAG O n (3) 
"T GE ARAFE ER 5 4， 0». AREMO 
HERAN Cry YE AHIPA UM e 、 Uc 
刹 下 要 证 (2) 启 的 h(x) 在 a € 04 — Ea 


im EMG fa) (€ 4), > (4) 
AE ER RE e c9 08 l 
limP.Clz, — 2| > 6) = 0, (5) 


WAA Jre — af S fjr xb |x 一 sl; 可见 为 证 (5)， 又 
mP (le arl 次 的 一 0 — (6) 
这 是 由 于 E 
Cle, 一 a| 5 »oc( Ix, — x| Z £)U u (Ix 一 .4| > 二 )， 


^ 
lim P. bea > e) < Em Pi lee al 2). 


TEO. 我 们 有 | 
Per — e| 25 e) = Piller — xl 
D ese E e PEIx— xim T 
«P.I. C EJ [x,— x zB 


e nGÓARAQ E Jal xm 2] | 
= Re D PLT ED . (7) 


其 中 .了 为 开 球 RCO) -9 Ce: |z| eC 的 首 出 时 . : LL 
B,CQ0) 的 内 点 , 改 是 RAA CO) BSAERUD A AAR. 
lim PCT. ru) PÜOD.—0)-0; 


MOS 8 7-0, FE 77 0, 3 eR S BS ， (7 
Cc PÈT. < «D + (85 


固定 如 此 的 了 一， 由 5$3 定 理 3， he) "ar 
COEP ETA | 


lim P.Ce T> n) D dim " z> " 
X4 xn 


«(o )u t, 


- 35 a 


TE 8 D> 0, 34 c € BG IR, 
P maa) 2. (9) 


综合 (7) 一 :(9) 知 ， HER e > 0， e > 0 ^" zÈ BsCa) NA 
时 ， EE 
Ple Eata a 
于 是 (6) 以 及 (5) 得 证 . | l 
AORT WERE, peo, 52-0, 存在 + 之 6， 当 
re Bo) NA 时 ,有 
` (OBKIKGO — D S EN < n 
4 B—(edfG2-16G)) 25) 得 - 
(MEG Ha < Ee GS) — Ja) D 8d 
= EID Ka: B) 于 EGO 一 -KO ， » 
十 所 tice =i 
其 中 m ~ sip f). PERHIEQO, 


Q3? 必要 : RIZE: in D- 问题 对 一 切 连 综 边 信函 数 有 
解 ， 则 每 ae 04 对 在 规划. LS X) 为 定义 在 8A 上 的 过 
SERTI 而 且 只 在 一 -点 < 上 ， fCa) 一 0、 由 假设 , 存在 连续 于 
4. 调和 于 4 中 的 函数 TOF 它 在 84 LATqS 由 ZON 

A) 一 E, [41 ; = - E.G G € 2), mE 
改 ` 7 v 
: EdGQ- 一 AG) = f(a) — 0. hs 

BER 20.4. PIG) 0) — 1:48 f Hue J838 0; d 
Pir = 4) — 1. ATHAR (a) DRR 84, D, WIPE 
Ple = 0) = b; BB a€ (Ag 

ik. Wiener 提出 的 广 D-mpmx. Ene A E 
0A 上 已 给 连续 函数 p EREORUD PRÉC b ELEM 中 调和 , 而且 
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对 任意 Be8a4nCgivpy. 有 . 
lim Ax) = f(2): (10) 
43k b 


当 CHORI. 仔细 看 上 定理 的 证 明 2*， 可 见 (2) 中 的 46D 
是 此 广义 DD- 问题 的 解 .但 那里 的 唯一 性 证 明 1* 不 能 通过 , 因 ， 
为 此 时 航 大 原理 不 能 用 . 不 过 可 以 证 有 明 解 仍 是 唯一 的 ( 见 文献 
[18]28 5 3x $ 5). 
i2. 今 考虑 任意 开 集 (来 必 有 界 ) 4 及 定义 在 BA 上 的 
AFERAN 如 oacCamy, WD- 问题 有 解 为 
hx 一 EAE); € « oo] + cP. Ce =æ), GD 
e 为 任意 常数 . 实际 上 ，, 伤 定理 .让 中 的 证 明 2?， 可 出 
E.G. eco]. . 仍 是 了 -问题 之 一 解 -特别 ， 取 f= 1， 
则 .Pte 二 00) RARA a DD- 问题 之 解 ; ,Ble rm 00) 是 
过 值 为 0 之 DD- 间 题 之 解 ， 因 此 ,对 任意 常数 <, CHO ROSE D- 
问题 之 解 ， 进一步 还 可 证 骨 :， D- Piesa Ë 
OLEI; AID. 
注 3. 在 Zarenba 的 反例 让， 4 一 ÊN) ESNIA 
的 单位 开 球 ， AEAN f Re: JOJ — 1,100 一 0, x5, GR. 
EARED. RRR. Ta 石 - 人 问题 有 解 为 hCx) = EdG)— 
0, 2€ A, GEH &(0) Æ 1). (8 D- 问题 无 解 ， 关 于 Lebesgue 
的 反讽 及 其 物理 解 和 次 ,网 文献 [12]57.12. 
(2) 式 开 便 了 肌 概 率 方法 解数 学 分 析 问 题 的 先例 ， 关 于 
一 般 的 烽 圆 型 方程 等 的 概率 解 半 可见 [8] 第 13 SE RIS). 以 
某 些 方程 的 概率 表示 为 水 论 基础 的 Meme-Calro 方法 ,给 出 了 
xU d ERO BUR E : . 
定理 1 可 如 下 推广 : RADERAR BATAY, f 
为 84 LEREN, e 2r ATHE E, 则 
p m BeTa) (0 - <12) 


由 38 5 


在 4 中 二 次 连续 可 人 微 , 测 且 是 微分 方 可 “ ， ， 


在 边 值 条件 0 s NEM 
- Jim m IG) (a € 84) m 


下 的 唯一 解 (证 见 文献 [5] 2, 第 4 章 $4). 

nà- 0, JUAEEÉTIÓ g l, me “的 分 布 的 拉 氏 
变换 . 

二) 漆 莘 别 法 .四 定理 1 可 见 表 的 着 加 性 起 着 看 要 作 
E. 至 于 判 业 边 界 点 是 否 规 则 ， 有 下 列 简 单 的 、 Poihcare mu 
EISE... 2" 4 

” 称 Rt dad KAMRE bet R^ BE norm 

uE R^ KP cx 0, 48 K = Qr RI MG I B) vu| ze! 
ala = PD. WR BODL b AEDE a OEC BE 
KN B25) AET 070- 

定理 2. 设 BEÆ', xcoB. 各 存在 以 = 为 顶点 的 多 
项 KAROGE ND eB cic ZEE 

GE VA h, desi soo tU tnb. assem 


SO 


os] Peke fha) E B ns D), =Ü KRASO 
EN ULKAN SCD). ; 
注意 UXKDSG)) = 8220 Ej a> 0 XX BT 
{ra € B)C(A S ADS 


hg 为 吾 的 首 中 时 , 故 

PCR < ha) = P.) € B) 

Pr Oh) EE BNSC mgPIO 

出 $3 定理 1 Gi》， Ps (Him ha = 0) = i, 在 上 上 式 中 令 4 一 > 0， 
得 Ph. = 0) =g > 0, 根据 6- ! 律 ， Pofis 一 0 一 1， 栈 
x € B's : 
SR RAn2 d, 但 简单 好 用 ， 圣 于 充 要 委 件 则 
有 Wiemer Xp BE. 

iB € Sg" (n Z3). Ba = (y: 3€ B, ATP e |y — x 
SLA) ROPAR 0-0, X ore RHEA Bec B" 
DERAHE 之 5 PE Bn) = 0, COBS) dE Bs 的 容 


E. GUERRE ULL I). 二 2. 时 志 有 类 似 结果 . m 
(=) 球 的 万 -问题 . Mbe 3,4 GHAR Hox 0. 一 
方面 、 由 微分 方程 知 : ”DD~ 问 题 的 解 由 下 列 ”Poigson 公式 给 
o= p" 二 Bf | KU GI, tz! «rr. o£ 

Qm Un, ETE 


"00 
47537 D-[5] i9; oR AGO, GE Brom Gri Ox] 29 7) 
中 调和 ,在 名 上 , A 一 GY 于 ER, :而 且 满 足 


Jim &GO = o. ` (15) 


则 在 微分 方程 中 也 证 明了 : iex D- 启 题 有 了 唯一 解 AGO, 
它 仍 然 由 (1 和 9D 给 出 ;但 其 中 £r. 

现在 转 到 概率 方面 、 以 。 ka s, CERE HER DAD 
此 -问题 的 解 为 l 


L3 &XXMICIE 242 435402 201 43832, 64, 


- 40 =. 


bx = EGO 7 - E. OG x9» Cx] « r). 

. ^ (i16) 

现在 证 明 ， 外 D-E R RIE "m dO GI. 但 ixi >- 
Scbs E.Ba2paMIOm ke) Ual 2057) 是 一 解 ; 其 次 ， 
由 方程 论 知 在 附加 条 件 C15) 下 , 外 局- 问题 的 解 唯一 ， 因此 ， 
REREH A> lr , T) WEAS). 为 此 ， 先 注意 

由 $4(15) 7. 7 . 

v. lisa Pe = o) em 1. 


ICI 
Him TAG] & lim E,CHfGuOl se « oo¥ 7 
SU *& iri 中 Pale £ o0) = 0! 


综合 上 述 两 方面 ,得 . | 
E.G zi pa paea (vc, Gs); 
2 0TCMG. on 
由 此 推 知 , IRE S. A E RATE o 000 
u Pe a -| zn, I 
GOVT STET " de ut m s 
TN : B ED 
其 中 4s TM PF JC a 一 umm $3 Gn. 
.我 们 已 看 到 ， QT) Ec BOE JUS * 的 函数 在 真 中 
aa Wüxnme S, AH. b gh 汤 调 和 函数 的 
Poison 积分 表示. 这 就 是 :及 (x) 为 非 负 、 c Eon 
数 的 充 要 条 件 是 ， TES 上 测度 asd | 
Her) 一 f. ee 5 EC eË), (19) 
其 中 测度 上“ drayiti Hoa Hoe es Duc E 12 108598 368 4). 


至 于 在 一 般 开 集 中 谓 和 、 非 负 函 数 , 也 有 积分 袁 订 ;为 此 : 需 引 
进 所 谓 Martin 3. 它 起 着 类 似 下 (19) 中 S, 的 作用 ， 


86. MORES ed | 


:一 ) SARREN. a Beg d RERNA hps 
ERAR rs). fu 5 3 所 述 , 有 首次 通过 公式 


Px,€4)— t 6 Pb, € ds, "ON € dz)P (x, , € A) 


= sha T» txr EAJ. (1) 
作为 4 的 测 魔 ; 左 方 有 密度 为 08 0 ot ar 
pay x. y)— L | Pid, xChs) € d2). 
pg 一 了， Zs y) m quit, TY, y) on ^ (2) 


后 在 的 二 DG). t yc ys 由 Fao 808, 
lim Jim gly, )29»). 


it eG) 下 连续 ， Mey xum do» x»). XE Y Ei. 
既然 (4) 之 布 方 非 久 ,qst:， 2. y) SRCEEUUR QUEE JUS RE XE 
非 负 ;由 上 连续 狂 ， 它 对 一 著 7 非 负 ， 由 {1) 知 ， 作 为 4 的 测 
ED B, sz f n € A) 有 密度， 可 取 它 为 Ga 人 zs x,y). 由 于 
PChs > 5 zr €A) TA x 国 发 ; 在 首 中 B ( 域 首 出 BOT s 
Tr WAAR, CAE da. E 为 禁 圭 密度 . 
i SI ERU, "Da ao EUHBBUSHE EH 
XP ilo, c 


eo]. P 1024.0 


odo eg pd L0 0 0 
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Hbr, dz) 一 |7 emphaé dii) Eda). 2 (5) 

如 0， 简 记 gx) 为 g(%》), 等 等 。 CRM 00 
m" mar T e 1 

1» £0) = fF Tuna 4 ss dt 

g 1O) 在 > 过 0 连 续 ， 而 且 lim Pe =o. 


2y go a) > a ». 
些 因 p. y — xy zw gali, t, pX | 
3) 测度 Ha, d) Rhe B mE 
LECCE 


= i NDP, (ie de, (s) eds) B 


一 .co $9 >, D. 


| =, MG, 45). 000 (8 
419 & [F ayewa = [ici ny O 
WWRGEN E 000 o sei 


E, | free Xaszode 

0 

UL DE up (hy > ze AO (^ 
-0 


一 rms. epee, 


PD Li) 0005.08 E MEO 

6) giley) = giy a) È $0 MEMO 
这 是 由 于 | un - 
C, ro gal fy, 0700) 


m 


者 的 证 明 见 见 文献 117] 第 二 ies RUSISE ri 
:7) fi x€ B^ R ye B, 则 DO 
0 HO y -9, ^; (11) 
t dé c5 


KAREA x € Bt. B] P Chs = U.x(65) = x) — 1, HC) 
得 galr x» y) = 了， 从 而 gx, y) = 0, (xE B». ,由 对 称 
性 (9) 即 得 gx y) 一 0 (y € B). 

今 取 首 次 通过 公式 的 拉 氏 变换 形式 ， 以 便于 应 H. A 
c ROR :积分 ,得 EE 

gx) f, N eH nac € ds, "OS € dz) 

` gi ss z)]4e + giir, yJ. 

TIE BERE SRES RAS 8R 


go 一 2 一 ]. Hi, dade’ y — z) + gbr y), (12) 
由 首尾 一 项 关于 z.Y —" 得 


| NL Dm 2. 
(07 i a3) 
在 (12) 中 令 2 一 0, 利用 (6) 及 单调 收 襄 定理 ， 得 势 的 基本 公 
z: 
gG 一 z) = fa HiG, — — EL + ogaCx. y), 


(B c eg n3) 《14》 
此 式 有 概率 意义 : 自 * 出 发 z 在 六 点 附近 的 平均 停留 时 间 , 等 
于 首 中 如 以 前 在 ”附近 的 平均 停留 时 间 ， 加 .上 首 中 如 以 后 在 
附近 的 平均 停留 时 间 . 后 者 由 (14) 中 积分 项 给 出 . 
(C HGB. 
… 定 理 1, 设 f(z) ,x€ 8 为 有 界 可 测 函 数 ,满足 f= Td 
GE £70), WIEST 一 常数 
证 ， 先 证 一 事实 :关于 任 一 "D 
lim CT f(x) — Tf) = 0. 


实际 上 ， . 
dn) = TIG = | (Gs n 8) = PCs yof ds 


«un pirs xs 2) 一 ~ prs y.z)ldz. - 


= Mj tQ 2 Qs GN te. 


由 于 pC1, =) 连续 、 可 积 ， ien 00 时 ; GAAT EEH 
x, y 均 色 地 趋 于 0 . 2: 
m, T= fs 利用 [ep TT Te c f 对 一 切 正 
监 数 = 成 立 ， 王 是 由 上 述 事实 ,对 任意 zy < 
He — f(y) = lim a CT efx) 一 一 Tad) : = » 


定理 2. 设 Bc uw". (n 之 1)， 内 有 两 种 可 能 : 
QD 或 者 PLUS o) m ds ENS 
ja 或 者 对 一 切 xy 当 :一 co E, . 
P, (Olh E oN a PGE E TEDESI 
W. 4 PCD, P (hs s eo up 对 4 不 增 ‘参看 
89» ik 
4 eGO 2 Ta GG). G^ oo), (155) 
TE FIT) — Tos p 4a co y Ha Ped rs TS 
E 1 
Tr) 一 :9 =e 0, [T (16) 


在 EM 
vc PIG 二 ha < 20) 一 d asit au Pd E 
Res sb cP Cha > PY Roast a. CN 
th, PEE 得 . $e Go. t. 
0 = cPQ(hg om ej, 1 Dl] (17) 


TERE POs = co) e 0, ERG). RE v mm 0. EE 
* ow x 


Tp xy = Epler) = FPwoths < 00) 
= PIOS o) m Pe EB, I. 
HED (18) 
中 , 令 :一 00 ,并 利用 (C157 OORE GO 
HEEM G) Ek B ARBEI: 在 (i) 为 暂 留 集 ( 匆 与 $4 中 
ERRE SEA). 由 $4(15), 3m 2 3, 一切 球 ， 从 而 
WEE REESE S 由 (18) 知 (i) 等 价 于 P. (Bh 
c0)) 1,1250. X Tote. t4 0. 
”对 一 ,二 维 布朗 送 动 ,定理 2 可 加 强 (比较 $4( 三 SORN 
系 1. 对 Pega = l, 27， 只 有 两 种 可 能 : 
G) BUE ERAS) C i 
(i) SEXE PLA c0) = 0, 


证 ， 由 $2 定理 1， |” pG s deco, BOTHEROTIM, 
非 负 ,不 几乎 处 处 (关于 1026078 160.8. 


et 
; MCI E (05) 
" q Gy. m P.C, 00), Hi Tg Sp i Mam UN 
o« TG — TM | Tapas | 
-— 全 Tipas « 25, 
XE (19) SL, S Tug (L-a e D ERE Ti 一 了 (Tp). 
再 令 rd 0; 即 得 p 一 Tip 对 一 切 z 成 立 .从 而 得 知 p(x) 等 
TOSS 7G); MAO, p= >D HERON 
成 立 . 当 ce 一 0 时 即 是 情况 Gda 
系 工 世 可 改 述 为 : Min 工 或 2 RRR Rh XU dE 
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可 测 集 都 是 常 返 集 ， 

然而 , 当 #* Pp. XE S 4Cz— bes bebo trt 
WER FUE iig G).BD-—XgdpzsTDBUA SE, . 

ETAN- TAREE, 也 有 锥 判别 法 : ERDUS, 如 
n>3, 集 必 病 充分 大 才能 常 运 .， Cs E 

5383. ib D€ 557, n 23, pon rl, 使 
(x-xEK, PES OZBE, MIB "GE. 

-证 。 由 平移 不 变性 ,不妨 设 天 的 顶点 本 0 VPJIEKE rs 
leou] Sajero v 为 其 单位 向 便 , o — 0; 显然 ;对 任意 常委 
(m Wk K} RETER c 


和 ie ceat AAAS 
3J n S M3 OK 
=] 3 得 
im PO hs 02) 2» lim PG e B) m I 
zm lim PCR GO EK glei zm nm d A. e 


由 定理 2 知 B 常 返 # Et 
EE. , 设 Bes", LIAE AT. Ae Be x Gon B, 
< de eam» MB XE RICE FER E 
E IDEE PX je, MN 
CED RB? HAR EDD T e T 
Okay wksile, "Eon su e, sie riri 
MALAN. 
SUB L. RB RE Bn HAREN Ën R Ba — 


BË, 2] 2- DB. A Bu N Bas i 


Qo fa 


í 4*5 


则 对 xE BUB, 有 . 
. f PChe The} =l, (n7 o 
证 ， 显 然 dan MPE, Oc, tA d À- "m 
RENE. 348 x € Et, HU] PLC m 00 — 1, 人 HEH 
SUSHI A oo, x E Br 的 情形 。 由 于 吾 玉 卫 。 闭 : 轨 道 连续 ， 


- Bme) > E f| B, B. 


Mm à m0, RAP ADR A. 但 当 xE BUM, PU > 0) — 1, 

Ek PC m ha) e ly. e E : : 
iE2, 如 rE BUB, Rin xz EBNCB YF, W P. — 

0) — 1, P. Gs > 0) = Lk P. s Tin) = 9 EE 1 结论 

AGER. 

. :998 2. Wk cGobpdE ON. 则 存在 一 列 上 升 开 集 Gm H 

紧 闭 包含 于 6G, 使 


1. G,C GIC Gy Gc. lj 6, C3:- 
TH 


2..86,804&—2D04 G5 AORDZ ^0 70709 7 
3. P.C bas ha = 1, x € C. 


”证 . > BRE KL, 使 KCRC UK. -6, 用 


有 限 多 个 开 球 这 六 上 ,并 使 这 些 开 球 之 和 万 满足 万 CC. 有 
必要 时 改变 某 些 球 的 省 花 。 敢 锥 判别 法 (5 5 定理 2) 知 ，6D 
的 每 一 点 对 规则 . HO G — D, 于 是 的 

点 对 Gi 规则 ， 局 样 手续 施 之 于 ， UK. "Hb Ga . íG,) 
满足 1 与 2 , 政 00s 


1) Bja 4-0, di xA) EB RER Aha = inf(1>0, x € B), Erit 
rhzz-0, mjdb 0) Bux h — x RPBAGEHUM. r EP, NP. 一 
D=, & P, 0e l, 


* o4 


“6SG [Y Gc, 
由 引 理 1, P, oct =Y Ce € G), BL Pris = A = 1 
(r € G); Pe Chasm = bar TL (x € Gn): REER P Choant 
has) = ł ee G)as 


F 


87. mens ‘Balayage REC 


COE. w3 ERDER A sy) 一 
g(y — x) Ho 


gy 一 xz) F eux ms fT aG S 
Duo: qa (O2 
X tcp 3 办 pnr 定义 下 gos Gf: 
ef = fet Day 
对 PT 上 的 测度 kid "ITE 
ti c [eb dep c 


"* 


其 中 | 一人 miao wt AONAR. 帮主 要 


考虑 (3 ; 它 把 测度 “ 变 为 函数 Gaa). 

由 SR 引 理 3 vin ACRI) sS ep, RU Gu) < co， (Lva. 
9. Ul. 

引 理 1. 如 GaGO «eV O 


Gala) — TGaG) = Ẹ Tua Gd, (4) 
TOK = || eG aSa, s — nd 
145 


=f N piss y — 2Msp(dy)Mp(r,  — x)dz 


rE 
o 


人 ps oy — Des n 
二 从 He 二 dasayys: 


s 


2 


i 
i T sE GOds 一 | pc， y— vu | 


Gabi ap l 


iT Ga) ch " Tipka hds 一 AU 2 »T x) dsbdy) 
gO — ay) = Cpe T os 


x i oe "- TIRE RR] Gum Hes e. ^ 
v “证 . 1? 设 有 二 测度 & 与 z 使 


z U "Gh vx eduo(Eene)l i ue 
如 在 点 HERRY Bd BE LUC | 
na Gods [recess 0 


C2? BERI EATR TETTES 利用 
"m E» eh A X5 ad 的 对 称 性 ， 有 


oc ou M n [oos Movet m 
一 | 二 read s a4. 
= {2 7 [izro 
-| i Tas | EA 


* 8D * 


Hr$288 3, 对 v c R* 均 勾 地 有 TH- 有 ec 的 ,利用 s-8 
riae AI | em | tdv: i ttis ams 

OCD RARA. Oo o 

"TETTE ——— 
—0, 如 Gpl) < M «v, —UpreN vB, 则 o 

: Sup, GaGO. s M. Soa. (6) 

证 . 1° 由 56 (14) mM | 

go — 0 7 | BG. 2G M) Gs. (7) 
HEREDO, 4 A Giu) M d. DATA) 
中 的 如 ,双方 对 play) RUD EL HER BA 

Gu) = |, HaGs aDC + |, tas Ond), 


n n; Graeca + fura Jaca y)a (dy), 
mn E es 8i Vos cto 85 
UZFübgG.y—05,-ÀW9 eB Amm 
积分 为 0 ， 由 于 BANCA, m 86, 7), RER Ah OM 
EE VUE n] gaG yy eas Piu. 设 a€ 4, 
a € .Ar, Mi 
limfx€ 4). < "— * P 
Kioso ha RU » 0, 088p O2 
TEIL BE EN vac 
so Gala) 22 Ti Gu Ca) zx. |. as yc) 6g y)My . 
mM -OPBGEA). 
Eiri, HO Gala) HME e Lac s€4 Tm 
3 于 是 由 (8) 及 2 >o E 
akja 


Gu) = Ee di)Ggu(s); (x€ R^). | (19) 
MERE 4 E. Gale) «OM te, 出 由 上 式 立 得 (6)， 下 面 
会 证 明 Ga) 下 连续 , 改 (x. GeO x M 十 5) BH. MA 
CESARE. E 

4? 今 证 Gale) 下 连续 ， 由 Fatou 5[38 


lim Ga(x) = dim E px, yoMdtu(dy) 


XR 


ESI sm pC #3 DaeeCe 


= Daney= Guada 


, BORIBRIGTL E ENERE 由 于 ZIRA 
B, * | 
Em "— O uay), GER). GD 
Gal) TMAA zr 出 发 , E DRAT a MBESA N 
HH. SWA *《 B 出 发 ， 此 时 间 自 应 从 先入 如 时 开始 算 起 ， 
训 由 点 beBotA BM. 
Ggix) Ax Gy)... 
[EM gOO 的 定义 (36 ,(3)), 令 


Gula) 一 | Ey — uy). . (12) 
EAZ. 设 为 有限 测 度 ,其 支 集 为 8， 贡 
G'u(x) < sup G'u(y), (eR). — ^ (13) 


证 明 与 定理 2 之 证 明美 慨 ， 只 要 以 CUT, 代替 那里 的 
T. 

(三 ) Balayage 问题 (简称 B-A., 以 -af 表 所 有 使 势 
GeCe) 为 局 部 可 积 的 有 限 测度 e 之 集 。 所谓 B- 问 题 是 ， 设 
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给 亿 Be" 及 pE, URB "EA ?其 支 集 合 于 B, 
ne 
Gg (x) = Gur), (e B") E ' COMO 
CGa (x) S Gale); (EER mn 29 3). 05) 
下 面试 解决 此 问题 ,以 Ha(x.4) = Pelr Cha) E Drbe 
中 点 分 布 ,定义 测度 和 : .， 
KD 一 paCO | us » Anda). (16 
定理 3. nog ELI u^ jo 8B- 间 题 的 唯一 解 . 
lE. Ha(x,) 集中 在 一 B L, 但 BAY ARE 
CH, $11 5838 3), We Halea J 因而 g Ame Lu Es 在 
$6 (13) 中 令 aio, 得 . 
: l Hetx » dz)g(y nu z) = Li. "mu —5). i 
i © (07) 
X. : . o [l| 
eG = GuHsG) = j s + ejus) 


LU 


! -f g(z 一 2 | Haly, de) Gy) 
一 (t. glx — e)Hglys 25] u(dy) 


aes EM ‘gly — oye, day] zo , 
-f Hales da) Gaz) vOUN 2153 


= HsGu(x) € Gps). . (185 
后 不 等 式 是 由 于 $6(14)- m (8s) w c in Eg 
3 如 ze Br， 则 Hales -集中 在 点 E. AWADA 
HAERE C 
+ 83 : 


GaHsG) 一 人 Hua d GY m GROS o 


此 得 证 (14)， 最 后 证 解 的 唯一 些 ， 设 > 也 是 解 ， 则 "之 支 集 
€T B. :由 $6(14), 并 注意 ga rs y) =), yé B 【参看 
$6.73), 


l Grir) = 1， f Helxs dz)g(y — z)» dy) 


= |, Ho, 20) Gv ta = {Hele Je e 


000 HyGnG) = GpH) » (GERD, 
HIE MESS vm Hs ou, s mE 
近年 来 提出 了 反 8- 间 题 ， 设 为 紧 集 m IE. 
E Sl IBE v» 试 求 概率 测度 ps 使 . | mE o , 
Hemy, 05 775 (9) 
其 中 pg) 一 PC xCes) £ -). eg = hy 2o t3 B CER Er 
BO 的 时 间 。 WECOD— PERME MO. Eil] 
中 证 明了 : eM) 等 价 于 下 列 三 条 件 中 的 任何 一 个 : 
1? Gg > Gv; WMH Gale) = Gv(x), x € B', 
2° | | do Ari 区 连续 于 E A 
成 立 . son os ` . ` 
3? PM 对 一 贸 上 调和 于 TT $13) E 
FREER 了 成 立 . 


$.8. 平衡 RIED 


C) EX. RF SEDE iier SERO 
sup, UD — FGD 1 0, (m > co) 


则 说 Fs REAR F, WURGRMEQUXCI C ROSOIEU. ..… . 

WnÉi.BGUMADEH. Bro 充分 大 ,使 BC 6, 

交 5, 为 球面 【zx: 加 一 对 球 外 网 点 z» de Iz 由 强 
FREE, o n ^; | T 

D Hi Cs HRSG 4), (Uv a» 


其 中 Hoas) DE” UP ED frr H. Boa» 


HG a —OHs (x. d£) p (2 
Xon ze ue Gra... QD 

引 理 1. 全, D m 
Im E o CUp(b. (3 


其 中 U, 为 S Eta e E e e REQUE 
WE. ER $5(18)" 


"EN Hy(x,dE) — "E "S gob 
ig OE. "nl lj. EE. . E -L £e: Us 2i 

PM ui Lund BIS gn appen 
TID cnr CEA CENT T RE 

«d ormmlep—epge c - 

Sdn], TR OT D 
这 里 可 在 积分 号 下 取 概 限 ， 因为 当 A :全 oo ERARA 
s. Coen e SER 


BDR 1 ;对 任意 LL ESL 


uo s qoa AY a (ot gy, CG A No 
eT GEER Li Pn YR. 


EFÉEREBIT T 
定 环 1， 设 B 为 相对 紧 集 ， m PEE 


* 59 cà 


| ERREFE MENE am Se B,5B; B 
| lay) 一 E KO 


ae 
:中 在 8 的 外 边界 上 上 ,, 此外, xa TEREN LERE, BEN 
Hier, MN) «P, (hn co) = AE 
S Ba CN) -—. 
称 ps 的 全 质量 us (B). 为 B "T ig; TOD. 
平衡 测度 有 下 列 概率 意义 。 由 (54 得 mm 
im PO € A.) <% 
e m d. GO) "a ), 


CB) ALB) + = lim Ca) ， pocos 


mee gin). - 


` r 1 ' 


SOS 46d" 有 本 
m x umo up 
E AG cC Als < œ) Cm) | (7) 
BHE; 规范 化 后 的 平生 测度 ， Tess I, BIA 
中 点 的 条 件 分 布 .。 ， Pon 
EE aM Ca, KAPAR. TE 
、 飞 三 为 平衡 势 的 概率 意义 ， 4 o o inj 
定理 2、 设 旦 为 相对 紧 集 , 则 E 
Gps} = Phs 400), x6 R? .. coo (8) 
2 03Ei1. 如 zB'"。 则 上 式 右 方 、. 困 而 左 方 等 于 1 ， 可 见 
cr IS ibi VR (SA H (D. 这 也 许 就 是 


为 何 称 gs A B OPRIE RIR. mM i 
2 dE. 1?18 $6(14) Boc Esa 
gv—x) e Has, dz)g(y — z2) EAER y) 
go» f. a gY + zG) ， (9) 


4 56 à 


-—-— 110 MIL M EF 


当 dy| 一 oo Bj, gO — 260. 在 紧 集 上 均匀 趋 于 1 NR 
1—P, D» co) + lim esy), 


Isire gy) 
DET T AE E 
qim, ED -Ps = 2o). ao) 
利用 对 称 性 


it f 为 任意 非 负 有 界 可 浏 函数， Sx C, TT $15[382 


GIG) = =f, gCy — fy 
RORIS BOLY 


lim 


ds i is oL f(a = | P Chs = efi dy 
2? 由 (5) 


| Ho(xs daCi 
f. us (ds GIG) = = E Jj 站 gx) 
ooa Harda eO 一 zf y)dy 
= im i, gn . 


2 mn (fpem - 86m) oon] 


Tí 1— P, Cha 一 c0)] KG dy 


. (02 


= | 0 « o0)f y)dy. 


(13) 
UBXEW. 


r57, 


f aD = [I| e0- oco) fy)dy 


= | Gp 7)ay. 
综合 此 二 方面 
| Guay ~ | PC < ooi Way, 
由 上 的 任意 性 
Gury) = P Cha < 0). (L-a.e.) (14) 

3^ 下 证 (1 和 对 一 切 ye R pun. MROLO XOU SEDA pC, 

Za y) 后 对 yE R” 积分 ,每 
了 Creaf sy) = TP. < o), 

CILECIN GL. 


Guy) — Tus G)dstGnaGO ， 048) a), 


445. 
T,P,(hg « c0) = TP, (XIX £20 0, x, € B) 
= P, QU £27 ta 2, € B)TPL CAS « 00), 
(80, —H] x). 
EE 
Gug(x) = P,(Àg < 00), (x € Ra 
系 1， 相 对 紧 集 了 为 极 案 的 充 要 条 件 是 C(B) 一 0， 
证 ， 如 容 度 C(B) 一 p(B) = 0, HJI Pris < o0) 
三 0, 4 BIS. 反之 , FB HBE, HOD, Gesler) = 0; 
据 $7 唯一 性 定理 ，C(8) 一 0, 
例 1. ARRE S 由 (3) G), S 的 平衡 测度 为 


2 
U,(dy) 一 2er U, dy) AT 一 路 ， 


r” 


us, (dy) = 
€ 
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C(S,) = 2g"? p^ JT (2 一 ))-* 2 一 2 s, 


(n 23). 
ECCO HEER 18 | 低 一 维 . X EOD E S405), 
ls 如 jz| rs 
G SA) mm P. As, 一 
s) m POS e) m [I eai de 
tim PG) € A Ms, < oo)  U CA)» (参看 OD). 


例 2 。 考虑 球 B, 及 球 层 Barm Ceras |r| <r). Hi 
于 它们 的 外 和 边界 为 S RAHAT l 
Pein, < 00) = Ps, < o0) — PLA, « c0), 

由 (5) 知 Beo Bar 与 S, 有 相同 的 平衡 测度 、 容 度 及 平衡 势 . 
(x D) 平衡 测度 的 另 一 刻画 。 对 - BEB’ A .NHN(B) È 
知 证 测度 之 集 : 

(B) 一 (ps 有 穷 . 非 0 ,有 紧 支 集 省 于 B,Gp 之 1). 
(15) 


DERE 设 B ARE 
PCs =< 00) 一 Eh, Gula). | (46) 


证 。 1? RIRE n) 使 
BCÉ,; B,D BDO. 3 
0 [fl5.-[15.- 8. 


HH $653[28 1,31 x€ BUB, 有 P. fi — 1. TRE 
Palha, < OPCA 00) (L-a. e.). (17) 
实际 上 , 取 了 为 有 紧 支 集 的 连续 函数 ,对 ee BeU BU, 有 


IimHs,f(u) 一 Im I, Hs, (xd yMGO 
= lim E. (E @a,)) 一 lim E,LfGG,)), 
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hn, X o0, lg t oc] lim E, LIA, s 
Ag, 00, 一 90]. 


由 于 轨道 及 了 的 连续 性 , 右 方 第 -- 极 限 等 于 . 
Em Erl O sn) sha o0] | 


= EAS hs < 00] = Hyf(x), 
因为 Xco) = inf) 一 0， 族 第 二 极限 等 于 
Eh) ha = œ] = 0, 


故 得 . 
—dimHs,fG = H). 8) 
特别 , 取 # 连续 ,有 紧 文集 ,在 B 上 等 于 1. FONS 
zE BUB 成 立 。 再 由 $3 定 理 + 《17 对 L-a. c. * RE. 
2? 取 a € (B). H86C14) l 
OCM 一 Ha Gs ICA + | gor pCay). 
419} 
后 一 积分 
Jesu = (f Leo Dy. Q0 
IK BCÀ,, BIRAI B, 规则 ; 故 gn (ns) 一 0, (y € B). 
XJ e ZEY B v (20)2:35 — 8843 39 0. Ea C19) 
GaG) = | Ha Gs GG < | Hans dz) 
m Hx, Bu) = Palhe, « 00), 


由 此 及 (17) 
Gu(x)szP,.(hy-o0)), (L-a e. r), (21) 


TGk) S TP, 00). 
令 H0, HIAnOI)DAL—U) xc R^ Hir. 由 此 及 定理 2 即 得 
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OON 
.着 势 论 中 已 知 ( 见 文献 5D: 如 8 是 紧 集 ， Mie 
mi 测度 Ys, AR XEM B mA 


cm p, Gr en 
XÉT XR yz 为 容量 测度 。 由 定理 2, 3, 立 得 
Gus 一 Gg, (23) 


再 由 $7 唯一 性 定理 ,有 xz 一 r Ait, HER B ,平衡 测 
度 即 是 容量 测度 . 
*2. 设 8 紧 , 则 对 任意 ze .AtB)。 有 
a(R) «& CCE). (24) 
证 ,由 (16)(8) 


ECY — x) 2- 一 2) . 
, =D 5 aC dy) x f, pa dy). 


由 于 在 紧 集 上 ,均匀 地 有 lim gy PEN -a.WdEEAGRA 


x |> 
1z| -> co BIB 
o MCR) = p(B) < eB) = COD 
R3 对 开 集 B， Oo y t Ear. 
4E. 取 一 列 紧 集 (KL). 
K,CB, KIOK; Cts d) Ku = 


由 于 zE B 等 价 于 对 一 切 充分 大 的 ; m, XE Ks. d 
P. CEON, =], (r€ R”), . Q5) 
X(A,, T OXA « 00), (Perae Jo 
X4 表 工 的 示 性 函数 . KEARI PA4w)》 积 分 ,由 单调 收 
BCE 4E 
Pel hka T o0 PCi < 00). (26) 
s. Bl 


HE Z, Caralt) tPA 00). WEEK ns, EN) d 


Palha < OE sup. Gg(x).. | Q7 
PIH m6 (B), PARAXE K, RAOT a» 
及 (8) 得 - 
Gu) S Gar) 一 Pope o0) 
x Peh < o0). (28) 


由 (27)(28) 即 得 (16) 对 开 集 如 成 立 # 
$9 È B 


(一 ) 性 质 。 在 $8 中 ,已 对 相对 紧 乐 BENTAR 
C(B) = i (B), dk CCB) 是 含 体 相 对 紧 集 类 上 的 集合 函数 ， 
H $855) 


CCB} — lim Pe Gin < 0) 一 | DPelhy < 0 )U, (dE), 
1x1 gx) ASe Ar 加 
a} 


其 中 成 > 0 为 基 常 数 ，$ 为 BOB 之 球面 ， 此 式 把 C(B) 
E3 Prha 00) 联系 起 来 ， 故 可 通过 P, (ip 0) 来 研究 
C(B). . 
首先 注意 ,如 NCM, W Ay 2 A4, X 
(Bana © Aa Vai haus = Aa Ps. (2) 
篇 记 (4900 为 Hs. o. 
(D 如 ACB, M C CO COD. 此 因 P. HD < 
P.(H5). 
GU) CC(AU B) = C(A) + CCB) — CCAD B) 
实际 上 ， 利用 (2) 及 Ha lHs = Hays» 得 : 
P.Bana) SOPQ(HHgE) = P, (Ha) 十 BON) 
一 POL aa). . 
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(ii) HH a ER", $ At+ta=(xtasxeA), M] 
CCA + a) = CCA), . 
此 因 PHa) —— Prt it) X. ga m elal dk 


C(A +a) 一 lim Petal Hata), 
xag] gir -+ a) 


20 PO) 
"dme 000. 
(v) cC— 4) CGD. 05 
IG P.C) = PLC 4). B g G2 =e) 
C(4) = Em Peia) Do dm e = C(—4), 
lx g Cy, 2 em gC- x) 
FORE 设 4 之 0 为 常数 ， 出 Clad) = a CA), 
实际 上 ,由 尺度 不 变性 ;对 # T 0 E 


p (EEn < B) = PC € B», 
GA a 3 i 


Pue HOT. € 9- — GO en, 

HU mM - X E . 
Ps) = Par G Hisi, Eos c en) 

| (eni BS em) 


= ERE t > 0, E B) = PHa). 
于 是 m 
==, | Pe aa) a 1 IG, 
C(a4).- im, i0 n Qm, glar) 
=a lim a Pa Hea) 一 a"? jim P.H 
Vx | nme gio» 7 205 jelea gi» 
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c 
o = aCA). 
(0 8 HARTERA. 
CCB) = sup{ C (K): KCB, KK). (3 


实际 上 , 令 天 sc 有 Km 时， 有 ICK2C |] So B. WW 


Hi 5 8(26) 

P.I D t P.L). 
由 此 到 可 推 知 CCK,) tC), .从 而 (3) 成 立 ， 为 证 此 , 令 DD 
HEIRE, DB, WAP.) 一 1 x € Km, 由 于 pk 
ERAT Kms d 


c) — fy rue (9) = È, Goera) 


B 上 f 5,40 一 anly) arn (42) . 
— 人 Gp, Yo dy) — n PH. Dno Cy) 


+ rionasG- can. 
Qui) $nB NC 
C(B) = iof (CAD: US B,U FU "E. (1) 
实际 上 , 取 Un 为 相对 紧 开 集 ， | 
UDU, DUD; N U, 一 N U, — B. 


«Nr 充分 大 ， 使 828, 则 对 BeS. 有 
PAL) LEG), 
(SB 88 a7. EOR 
C(U,) 一 . DPeCHuy, YU, (dE) 
A pei Omv ci con. 
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” C) 至 此 我 们 只 对 相对 紧 华 定义 了 容 庆 ,现在 希望 把 宕 
的 定义 域 扩 大 到 一 切 Bord 集 上 去 . E, AA Choquet 
容 度 理论 . 
设 吾 为 局 部 紧 的 可 分 距离 空间 ， KE Eti-—WET ABS 
Hs. ELEK ERER e EROS Choquet 容 度 , 如 果 
(3) di AEK, BEK, ACB, Bl C4) (87 
(b) 对 一 切 AEK, B€K, 有 
pla UB) 十 eGUOTB) m pl) + gCB): 
(c 设 AEK, WAER E 0. 存在 开 集 UDA, 使 对 
EË BEK，ACBCU, 有 , 
(B) — e(4) «5, 
利用 已 给 的 pla), AEK, TARE E 的 任意 子 集 4 定 
XAR pad) 及 外 容 度 o*i): : 
Qx CA) — supí pl): BEK, BCA}, (5) 


Q*CA) = infl p. (QU): U ARAE ACUL. (6) 
如 对 某 ACE, A EMEN 
| 9x(4) — g*(4), —— l C7) 


则 称 4 为 可 容 移 ,并 以 此 公共 什 作 为 4 的 Choquet 容 度 , 记 为 
CCAN = vt. 由 C) 紧 集 3 是 可 容 的 ， 而 且 eq 
C(B). 

, Choquet — ] " Borel "o E 

泛 定 理 之 证 可 见 文 献 [1; 24]. 所 调 Bodl 集 类 是 指 食 一 
堵 开 集 的 最 小 o 代数， 其 实 不 仅 Bord 集 ， 更 一 般 的 解析 集 
也 是 可 容 的 . 利用 此 定理 可 证 明 对 相当 广泛 的 过 程 ， 解 析 集 
的 首 中 时 是 马 氏 了 时间， 还 可 证 明 : 如 das A BJ. 4. 14, 
Jj €(A2 t ECAN. 
O HER s8 《一 ?中 所 定义 的 容 度 C (B). BAHAI 
W, HRR EER COB) hh, 由 G) GO GO Qvi) 知 它 
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是 一 Choquet AE. PAPES, 可 把 ERIEURP AG 
-一切 Bord 集 上 而 得 CB), 
SIEM BAE, M CCB) 一 CCB): 因而 新 定义 
与 原 定 义 在 相对 竖 集 上 一 至 ,一 方面 
C(B) = sup{ C(4); 4€ K, ACB} xt C(B); 
53 tli AU 2038 3 REC, Sl eh i GD E(G),6QU)—C(QU),. 
RIER RTE B. 
C(B) = inff C(U); U 为 相对 紧 开 集 ， UB) 
= inf( CCU):U 为 相对 紧 开 集 , UDB; 2 CCB), 
从 而 M = C(B). 
. 对 具体 的 B, "— 因为 由 
(D, ERSTER PE 有 了 时 可 以 利用 还 近 定 至: 如 
BoE 4, BoI B. BERI CCB,) 个 CCB); 或 者 BB, Eo 
Bat B, M CB) } CCB). IAE, 可 以 找到 容 度 的 全 
E. DIBECHLI171), iE 


» "M EE 
C, m (si RR L, Zac) r>, 


GERY n — 1 4k T SEIE. 则 对 L >", 存在 
TAM EN 
ML CUED NL, (L> Lan > 3); 
ML/YgLscC(C D ENL/ bgl, {L > Lie = 3), 


$ 30. KERPEN 


(一 )- 在 $8 让， 对 相对 紧 集 定义 了 平衡 测度 ， 并 证 明了 
两 个 重要 的 结果 ， 即 (8) 与 (16)， 本 3 节 将 推广 这 些 结 果 到 某 
些 无 界 集 上 上 ， 即 $6 中 所 定义 的 暂 留 党 上 上, 它们 依赖 于 布朗 
运动 本 身 . 相对 紧 集 都 是 暂 留 集 (n 2 3 Do IMCEPEDPE 


* 66 * 


BLER) 的 定义 是 ;对 一 切 * 有 O 
lim P, (s, € B, XD s> =D, | qa 
称 E LEWE e 3 Radon 测度 ， 如 对 任 一 Li. 
K, 有 ACE) «co, 
VE on L1) Es Radon WE, ER. CO " 
(converges vaguely), WMAHE— A REREN ERA pg, 有 


im | Pape = fpa. v (2 

BURGOS po 一 x (| 7 |... 
ME mala 291) 为 一 询 Radon 测度 ， 如 对 每 紧 集 兵 ， 有 
sup pe (K) « oo, 则 必 存 在 一 列 严格 上 升 的 整数 (n) 及 


Radon 测度 请, 使 py 一 一 - 
定理 1， 设 为 暂 留 集 ， 则 
D 存在 唯一 Radon 测度 ao ERAT 88， 使 
Gpalz) ~ Palha < co); (3) 
d) 如 Bnkm > D 是 任 一 列 相 对 紧 集 ,满足 
BCBC-..; (] Ba =B, 


则 将 m— oo 时 ,有 
Gus, | Guai pz 一 一 ui. 
iP. 1? 设 {Bn} 满足 定理 条 件 ， m 
U Ciam = 99) = (hs 00); 
P.C, < 00) 下 P. Ch < %), 
H s8(8), . 
Gus 一 Ph < 00) «PL hs < 0) pals), U) 
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设 天 为 任 一 紧 集 , 因 in£g(y — x) — el) 0， 由 上 式 得 
Pig 00) > NTC — x)us (dy) 22 e GO ug, (X). 


[4 supus, CK) - ceo， 根据 上 述 , 存 在 子 列 Hr 77 ps. 其 


中 oua 为 基 Radon 测度 . 
2” 设 上头 0 连续 , 有 紧 支 集 ， 由 $ 154 理 4，Gf 有 界 连 
He. 以 B, HEHA r. hi o AAR, Gf 限制 在 B. 上 


时 ,由 pal — — pa 得 

on) 

4 m [im |, Kny 2] 

一 im | ef) = | Gf Ce)palas) 

一 | Gaade, | 6) 
再 由 Gu, T va 得 | 

B = bm (Gemy Cdx) 一 im | Gp (dz 
= | pade. (6) 


利用 最 后 将 证 明 的 一 个 结果 : 对 尾音 8 79 0, 存在 r > 0, 使 
当 > 闻 六 时 ,有 


sup | se y dx) GIG) 63 (7) 
EX S ， RIAN, 45B 2E 
lim | GG ps (4x) te 
之 间 ,从 而 4 一 B， 于 是 (5),(6) 之 右 方 信 也 相等 而 有 
| Gps dar = | pol) de, 
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由 了 的 任意 性 得 


Gus) = qax), (a. e.) 
利用 $ 8 定理 2pm IHRER. BDAS EXOUH—U r 成立， 此 
HEGE D 中 第 一 结论 ， c 

3? € LA ) Aier BU25— 淡 收 化 于 某 测 度 a 的 另 一 
子 列 ， 则 同样 推理 可 得 Gas (c) = =p) = Grle). 由 唯一 性 
EHG 7. 定理 1 ) 即 得 ps 一 pp: 因而 pos, 一 一 pz， 唯一 性 
定理 还 表明 pz 是 唯一 的 有 势 为 ps SURE. T UE SE Lua 
OB, 取 球 列 {Bn}. $ Cm = BOB, W CCC 


U c. — B, 于 是 Hem ps CHE Z pe CIC n EH B Z 


-RABH Cu (m 充分 大 ) 的 内 点 : 故 <pac8B， 
4? HFE., XP we Bf， 则 Hy Ce, dy) 集中 在 点 
zx Fd o .i 
ji m, n eren = J pa anser 
«oc Ca Hs GfG). (8) 
d $6(13)& 2-0, 08 o | 
200 Mg DG D = | Ha Grdr — 9). 
由 此 及 (4) 得 | | | 
| eL Ca Ha Cf) 
= da (ax) Hog Ces 4280 — H Ody 
= [Tus (Gf ay Hs O> dg — 2 
一 | Hæ Gu sw CF Oy 


z6? 


< f Hy pef Day, 
Ee GONE | 
| Gp (A) «| Hae pa fdy. 9) 


简写 hae MpA. 注意 pS bi 对 上 0， 有 
Hy quU = E, [p (x(4))] — E,[es(x(80), 5 x 1t] 
t Ey es x A), 8 2:1] S PC) x 0 FT os D, 
(10) 
Hi P ABIR, SR 
T,gs(3) =P G) € B, HR $2 0 (0, (00), 
XH Py (lim & = 00) = 1, ik limp, (D =D, 于 是 由 


《10) ,jimHae eu) 一 9. 县 然 了 有 紧 支 集 , 由 控制 收 妆 定理 ， 


当 > 充分 大 时 ，(9) 式 右 方 积分 小 于 企 意 给 定 的 e > 0; 于 是 
左 方 对 一 切 语 也 如 此 ,此 得 证 (7 — 

我 们 称 定 到 1 中 的 各 为 # 的 平衡 测度 ， 其 势 称 为 平衡 
dz. . 
《二 ) 在 59 中 ,对 任 一 Borel 集 B, EX. T E C (B), 
它 蚌 由 相对 紧 集 的 容 度 经 扩张 后 而 来 的 。 自然 要 问 ， 当 8 为 
暂 密集 时 ,其 平衡 测度 的 全 部 质量 no CRT) 是 否 等 于 COB) 
为 此 ,需要 下 列 引 泽 . 

引 理 1， Z BHEE, ACB, M 

Hal R”) E ug(R"), (1) 

WE. EL 1D) 表 一 列 上 升 的 相对 紧 集 , 其 和 为 R^. HE 

理 1 得 | 
ma euo) m | no GEO Gua 


= [uo HP. < 00) < | no GOP- 0 <æ) 


. J0 


一 | pp Kd) Gua(x) = | pa (dx) Guo, (x. 


由 于 - 
Guy, (x) 一 P.C, «o00)11, 
Ae CRI S SE XSERRHRIECI De 

定理 ?. 设 8 为 暂 贸 集 ， 

D 如 {B。 REX EDI, BEB sl] Ba =E 
则 CCB,2f CCB»; 

i) C(B) = pR”). 

UE. 1? 由 C(B,) eS) 及 (11), 得 

|. CBD SCBD SS x lR’). 2 Q2) 
以 rO) BORRGCREA HEAR DR KFE fil 
(r— o0), 有 l 


cB) > Jie) palas). 


BER ua nofi C (Bn) e Ga (232. EA nm, 
有 lim CC) > a(R). AUDE 


CCB,) t ay (7). E (13) 
1? 下 面 分 两 种 情况 。 者 设 a(R") — co, SER NT 
0, 必 有 和 使 C(B,) = 2N。 由 于 
|OC(B,) = sp(C(K); KCB,, K K], | (025 
故 必 有 紧 集 KCBCB 使 CCK) Ni 从 而 
C(B) = sup{ C(K); KC B, K Kj — vo = ua CR’). 
次 设 mR «00. Xe > 0, 存在 mw 使 C(B,) Z9 a(R") 
—se. ED ES KCB,CB, 使 
C(K) > C(B,) — € Ze pa RR’) — 28, 
故 C(B) > uu (RT), REG COISDBIBE C(B) = gs R” Jy 
" 71 5 


(三 ) 现在 来 推广 $ 8《16)， 它 是 概率 沦 与 势 沦 间 的 一 重 
要 联系 . l 
定理 3. V POUR 
P(ths -< œ) 一 „EP Gatx), (15) 


Arca) 


ui. Bb sm, TURZE B,CB, BC DC 
U B,— B. H$ 3 定理 2 
Gun, (£) = Pg, 00) ^ PCS < eo). 

(n — co). (16y 
男方 面 ; 设 pg EHV(B)， 其 紧 支 集 含 于 B. 由 $ 8Q2),03) 
Gepke) < Gua, x) 一 PR, < 9) * P. Cis < o). 

Eid RE C16) BUE C150. 
— R1. iS sco GS REIS EA DER FTE Radon 测度 
gas ORAE EDT OB, 使 
Gyus(x) = sup GeCe): p € Y (Bj. (17) 
证 . 必要; 出 定理 1 与 3 得 
Guals) = Pelha < 0) 一 supl Gala): T1 ux). 
Ta HOUDERS 
Cus = sup Galx) :u € A = Pe "n x " 
T,Gug(x) = T,P. CT < o0) = Pelr, € B, 对 基 PT). 
4: 00,05 $ 8 定理 2 之 证 , 知 左 方 趋 于 0， 故 召 暂 留 莫 - 
对 暂 留 集 8 么 定理 由 的 as 25 BOISE UU EZ, 已 证 明 
Au OB, pR") 一 CCB), 故 它 与 容 度 的 扩张 理论 是 相 容 
Ey. 


ORE E 


《一 2- - 势 ， AH BODEN GA EZE Bex 
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称 为 极 集 , 如 PLUS < o0) m 0, STARA REA | 
通过 容 度 、 规 则 点 或 势 来 表达 .对 1 > 0, 8 K E 
HiGs 4) = | em Os € ds, s) 6e ax 

iD m x | Pales D. Bi IQ 
TIARN: E77» Ra HO 1-3. BU sl 
SHE. 对 任意 Be 有 . 00 cage 
Een = | eG — MG) Cm el G3. 
证 . 将 $6C12) 双 方 对 x€E R* 积分 ,并 利用 
| B(x) dr = Pes f pits x)dxdt | 


-[eweuga 8o seii. 

o o Ae | ac nío- 2 exi G Da 00 

由 号 的 对 称 性 及 $ 6(7) ov 

"EFC Dic faos Dés so os 

e -E, " eudi i [1 Eje], Gy 
RACOSERIB e —: m Soteg. UN 


X1, 4522, 可 列 点 集 为 极 集 . ， ue 
证 . RUBRO S, < oo) S E hu, < on) TAI D 

多 个 极 集 的 和 为 航 集 。 故 只 要 证 单 点 香 为 航 集 ， 在 (9) 中 取 
B = {a}, 14 EN 
Eee em g'(o — x)u(a)... Ca G m (iD. ul e 


bá iia, EDRF 之 闻 , 而 出 # 22, Emg:(a—a) =: 


gO) = o. d iG) —0/ TREE hm, Kim 


Paha < eo) = Üy 
、 注意, dd 集中 在 8 E, x 2G 当 * ERR LEZ, F 


RAFO. HEGOA 30 B 紧 , 则 alB) oo. 4 


€(B)-—AG) 0 29 
引 理 2. RGB, LX EE 
CBoÉoBoh- DEk-D S -H. 
P aen | | mE 
n im C?(B,) 一 CKB)， O D 


lost E BORDA «eR 积分 ,利用 (4) 
| E, edz 一 a g'(y — xdxpk(dy) 


-- i | ui(dy) = 二 piCB) - Lc), 


o BR | eo 

| CB) — à direc CIC Bp) 一 af Ese Mo dy, 
LIE : (10) 
E 数 由 56 引 理 1 及 $ 3 定理 4 

E,e Nd" | Epe te (L-a. e. x). PA 
由 此 及 (19) 即 得 (3) 大 7 , 
(0 CO) ERES 
ERL AKIRE. sup Eve x = gl, 则 K 35 

RE. 


COE. BAER KDK, 使 


2945 


KDŘ DK, DÅ; D tts (1 Ka 一 A Kn 一 K, 


由 y€KcÉE,CKL. 得 
E “Kw = 1, aD 


一 方面 


ff eG — Dukla ukalar) 


=] Gu ek G2) < CIUS). 
男方 面 ,由 (11) 
ff eo — 20 02,02 
一 | Que s yy) = CR), 
出 此 及 引 理 2 
CK) < CC) d BCK), 
ik CK) = 0, HOD, Ee Mk = 0; P g 00) = Dg 
在 5 3 rb SATEKETHISE B 20g. dn B= o CIEN. 
W REEE A S Re rA rnb UPS, FERRAR: 
如 一 紧 集 自任 一 点 都 不 能 立刻 击 中 ， 那 么 它 自 任 一 点 都 永远 
不 能 击 中 . | | 
定理 2. 设 4 紧 , 则 4 为 极 集 的 充 要 条 件 是 它 为 本 集 . 
证 ， 必 要 : 由 P.CA, 一 0) S Pea < oo) AUC BE 
充分 : 1° 先 证 ElcUa 对 FER His scEGRG, 
PU, mg) 下 连续 ， 出 Fatou 引 理 及 分 部 积分 ,得 d 


lim E,c^?^4 = lim | ce lap {ha xz) 
m Lj. 


Li Eu 


> lim À | Pe eva 
lim À|. | 


Ed 


- 75» 


=i N lim P, (Rh, s rye dr 
nem 

2i RO, « D Ëde ~ Bem. 
1 ` 


29 4& A, = (x: E,e Pal -i) NATA: H1? 
J- 


VE 紧 ， 根据 引 理 1, 对 rE Adm 有: 
Gp (x) = E, eU, < Eze 4 «1 一 EN 
fi 


O ESTRANEE D, Etsi - —H reR RYE. WEE 


O31 A, 为 极乐 因 1— 9, KA UAn BERE. B 


XS. dus ELA BOO: HER. | 
证 . 注意 如 NDM, x EN', 则 显然 xEafr 对 正 整 数 
m, 令 


B. sz BN (ss —— anni 
m 


BED eR 或 者 rB GERREN #3 RA 


sso eP, 因 之 P. = 0) 一 1 而 x€D,. 既然 Ep 对 


x 下 连续 ， D, Hd x ED 再 利用 上 事实 ,x EBL 于 是 得 


BE Br mg. HEH Z, Bu 为 极 集 。 从 而 


Bnam- y Ba 
CEER: - F0. 00 
定理 4. i Bec (imi 3)， 则 为 极 集 的 充 要 条 
G) 吾 的 任 一 紧 子 集 为 极 集 ， 
Gd) WEE CCB) — 0, 


(B FFs 


iu. O 必要 性 显然 . 反之, 设 紧 子 集 KC 为 极 柴 ,出 
$8751, CCK) — 0, FEH B IEESCHEDSEREE T E 4 ,有 

CLA) = C(A4) = spl C(K); KCA, K 1 — 0, 
FASS RIAR. 特别 ，B 八 B。 ARER, HH B, 


C: lel 0D. 由 B= () (OB, I5 RR. 


GD BSRR WERTERA. 由 $3 系 1 
C(B) = supi CCK): KOB, KI 0 O 

反之 ,如 CCB) = 0, 则 对 其 任意 紧 子 集 久 ， 有 CCK) 一 0， 
故 下 为 极 集 ， d G) BIAB SER i 

回忆 $ 8 CENA tC(B) 的 定义 。 | 

定理 5. 设 Beo, (nz). E OS ADR REA 
是 AB) — 2; 或 等 价 地 ， 对 任意 测度 gu. FOE KC, 
0 kB) — co, H sup Gu(x) 一 oo. : 


只 需 证 后 一 结论 , 设 有 如 上 之 n» iB sup Gu) M - < 


e, RI ^ € At CO EAB). BR EEUE), 


P. o0) E Plig € c) Guyn. 

因 # 非 0 ,由 $7 E—BEGERE, EDE tE Gul) > 0. 对 
lE x, P, Cia < co) > 0, 获 B 非 极 集 ， c 

反之 ,如 互 非 极 集 , 由 定理 4(2, RADXUEUEK. 它 非 
极 集 , 即 PChk «00) 2- 0 对 某 * 成立 ， 考 虞 KK 的 平衡 测度 
HK， 由 $8 定理 2 

D «^ PIA. TO) = GeO xx 1, 

Wk pg 使 sup Ger G) 一 oo 不 成 六 


* 27 5 


$512. X AD dd 


. 《一 】 末 过 时 与 末 遇 点 、 对 E 6 m^. 4 3, WX BB) 
KEHA 
supG 2» 0, rlw) € B), 如 右 集 非 空 ， 


Ca) 一 lo. - (1) 
HER rila) ABERA. AF 
Ur > A — (Oy < 0), (2) 
故 正 是 一 随机 变量 . 


本 节 中 , 设 B 为 暂 留 案 , s 表 $ 10 定理 1 中 的 Radon di 
度 . 当 B 为 相对 紧 集 时 ,nz 即 记 的 平衡 测度 . | 
o XH. 自 reR 出 发 , fs 的 分 布 在 C0, o0) 绝 对 连续 ， 
而 且 有 密度 为 . 
| ro Dua Gn). G0). 


WE. 由 (1) 及 § 10 定理 1 
P > £) = HACET < co) = E,P.oa < co) 


SLOPD XCTI 
= foc. A Gat dy 
= [eG 5 0 | eG» Draryay 
= oo P PCs ys DisusGa ay 
= P iG neas 
-| 


| pese) sn 


f 


z1. 
E.G, Ig 0) m (Gud) Q9 0. C3) 
证 . 左 方 等 于 . 
M eup, (ls € di) = 人 ce f p. x, z)na(dz)dt 
= [eos m2. 


以 Lale, A) — PLC) € A, ls 27 0). 表 末 遇 点 分 布 ， 
划 有 下 列 定 理 , 它 由 Chung"! 得 到 。 | 
定理 2. 


Llr, 4) = f 中 sa yug (4y), (x E R^, AC pn). 
(4) 


证 ， 取 7 > 0 为 R* 上 连续 函数 ,有 紧 支 集 , 且 在 x 之 基 
qi. 因为 在 (I, > 1) E. is =t +ô, l 故 对 


N e EUG, — D$ 1g 2» 0) Td 
= E, |l a — Da] o 
me, |E era] - 
- E, |P Da] 
= N E,[e7 f(x) 5 la > d 
= [T EGE Ea G7 Ia > 0)] 4 
= [ | KG) E Ce HB; ds > 0)pC x dede 


2 E: 4 


com Pics oo [f eoysco as aic» 


U = | gx, DG UN ep, z, ydus (dy) |z 


= N eH li pz yMCg(x. eds) | d. 


MAREA REAR L-a. e, r€ (0,00), 有 
E.Lf(xCia — t); ta > r] 


一 n pC.cz.pyMGOg(.sdsua(dy). C G) 


PX fC0gG.0 ERRAR ZR., TORZA EN 
XEZX ROA £770 gXir. EGRA :一 09, 得 


EGG): dy 61m È Gg Gs paldy). 
dk 
P, 0, 300 E A) 一 | eG D. C6) 
对 ACH") 成 立 ， 因 | 
Pg 7-0) = P, < 00) = | grs y) ns dy), 
故 (6) 对 一 切 ACR" Rie 
系 2. | 
P. Cs > 15 x08) € 4) = | [È pss xs 2ds | aslda). 
| C. e» 


证 . 左 式 等 于 | 
P(8, (5 27 0, x(I5) € 4)) 
m9 E.Pu (lg > 0, rll) E 4) 


一 | pGs JP > 0, x(1g) € A)dy 


= RO s 


= POI: 


= L (f gx. a)ds asd 
3&3, XDHBXLESE BL | 
Lain, dy) = g(r, y) lim Her. dy). (8) 
Wm iG) 
其 中 Hla, A) — PL QR) € 4) 为 首 中 点 分 布 . 
UE. 由 (6) 及 § 8(5) . 
Ly(x. dy) = galdy) = dim: His dy) 


glx y) z> glg) 
AEE ie KD EO, 
Ez] gi E PM ` . 
因 之 末 避 点 分 布 可 通过 首 中 点 分 布 来 表达 。 

(>) yRODHEE. 自 * GE, hler, WB, 与 5, 之 来 
遇 时 间 分 布 ， 未 下 点 也 同 分 布 。 以 下 的 定理 3 一 7 BEDV 
文献 [21,23] ,定理 3 也 在 文献 [10J 中 得 到 ， S. 

定理 3. Ho 出 发 ， 球面 5 ZKH " 85-5 P; S 
Di AER, TUE 


ne = m paat, (m 9). (9) 
2""-ip (5 — 1) u v 
2 


证 ， 宙 定理 1 及 $8 例 1 
"fo 一 | CET Dues) 


r 


"—i 


emu ap 


本 一 全 


一 一 一 一 一 一 一 - EO (d 
Enl Sr | Cnt)" Na sil D 00) 


O98 ^ 


E 
C Uy c 


Xt51 (C12) 对 +? 微分 ,得 : Á 
(Oy Diaa UD = 2E iG). 
i T 


特别 | 
"E F; 
f. ez (dy) = 2 re O1 
F r . 


ERACO ,并 注音 


els - r(5 —1) e. 


RIRE CO Ya 
至 于 球面 8 的 末 过 点 分 布 , 则 有 
Lyles dy) = Uy). RO. (D) 
实际 上 ;由 (4) l 


Ln dy) = no D (4y) 
= im "U (dy) 
um ? 


- 5e U, (dy). 


特别 ,出 (12) 及 $3 定理 2 , 知 : | 

PAGG) € AY = UG) = PG) € A), 
即 自 0 出 发 、5, 2c ETUR SS oBGR IBI TE. MAE LIOS 
分 布 . 


定理 4. 对 a《 3) 维 布朗 运动 , 当 且 只 当 m 之 生 一 1 


uja 


M, Eis)” < oo， 而 且 


= Z * 


. EC)" = pP n — 4n 一 6): (2 — 2m — 2), 
(n > 4). (13) 
证 . BO» E 


n-—2 e m- ” 
E (i mæn lx 4 T egg 
XEM a 


2»ap( $ —1) J 
2 


2 - 
edu, - 


E 
后 一 积分 当 且 只 当 二 >m 十 iH smar (Z — m 


Ir(z- 


71) 利用 等 式 € -)-0r(02-:)HC 
P t). 即 得 (13) 
于 是 此 矩 有 成 双 性 质 : n= 3, 4 B], ELS) 一 oo3 n= 
5, 6 时 ， Els) < O nm— 7,8 m, EGG? «oo 等 等 . 
关于 逢 还 有 一 有 趣 往 质 : 由 §3 注 2、$ 3 定理 1 以 及 本 
4i(13), UK, APE TO x BRE n HZ Fr BR S 
的 未 所 时 、 普 中 时 及 在 B, 中 的 停留 时 间 


TP | Xn) ds 
X, R ARTHO MA | | 
ELA] — Ed Ti] — E Let] = E (n 2D. 


MC 
在 5 了 3 了 注 2 中 已 知 AP E TIU 关于 P, EA; 上 起 可 视 为 
此 事实 在 矩 的 方面 的 延 拓 ， CHO GE SORTE IRL TE E 
随 维 数 # - 描 高 而 加 大 ， 


r + 


以 下 国定 m 29 3. 简写 1 四 为 LC 1), M? 26 &. 3E 
pd 
M, 一 nx, Ix(e)|. æ 一 min] x,| = Mi L). 
(08) 
MX 7 Ef Ba SD ie TAE JOB ERIS S. BTE HU GR K yE Eo 
即 与 原点 的 最 大 距离 .而 和 为 首 达 被 大 的 时 蓝 . 
TAS. 对 x, dx] rV 
0, acr, 
te OO 


证 d.c. 
PM, = a) = PL, > h) 
= | PLU) EEC > 0), . 
当 Bes, Rm, fl - a>r, Hi $4(15),18. 
PLC, > 0) = P, o0) 一 CAE 


n—i 


BO oa) =|, reo e (2) 


^£ ny 
= (2) ; 
ar 
PCM, 79 a) = lim PCM, Z5 a +e) m (y. . 
E40 a 


Kita cr, BM, 之 定义 ,显然 有 PCM, <a) — 0, 
最 后 设 4 =r. 由 已 证 明 的 二 结果 得 
PAM, = t) = limp — e< M, Sr +e) 
= lim {P M, <rt E) — P,CM, x r — &)] ] 


= B4 


-到 一 
POM, xm f£) = mP, (M, < r—e) 


+ P,(M, = r) = Og 
WAA PM, a) KRF x. l er. BA E 


& 下 下 
e) = -位 — 29r" ast. m a vr. ^ a» 
o D ux 
E CMY) = (n —2)r" CP afta da 
có, i E m zxmp — 2, 
- NA m, d meni 
《fx TO m | (15) 


由 此 知 : s= 3 8b, EQ(M) = 00; n = A ht, ECM «00, 
ÍE—HBDÓEREXdE: no 5. EM?) « oo, BERERE 
在 ;等 等 
今 引 人 二 特征 数 Cr 及 Cy: . 

C, = Max (ERE m 25 0. EP) 00), 

Cu 一 Mak (H m > 0; EM?) «co);. 
E CI3) € CHSD RVEHCL OBAT 25 E] SEE e, 但 不 依赖 于 HIE SÉ 
fr > 0; LEG EA 


这 说 明 24 — 1 与 2& EME. 虽 有 相同 的 C1 二 一 2， 
a 55 * 


却 有 不 同 的 Cu, 4826 2k — 4 5524 — 3. JR C, DL fO 
A TE EUR SE HBGCÓNPMSHBECEUUT E, RUE Cu 则 可 一 一 
WDR. TERE, Cw 比 C1 RR ER, 


METEM, 的 修正 变量 N, 
N, Me (n 2» 4), 2 (19) 
V DM, 
N, RT 2. ADRA, dH Te] <r 时 
; #— 2 E .i n—2 - 2 
E, CM.) 2—3" DM.,) GFG H 


(20) 
定理 6. 当 |x| 所 r 
n, : 
mP, 2) T. — v, Hao QD 


PLN > a) = P. LE U 


ar g—2 
Bu Ime 
gr n— 2 LE 
HEE 5,. "I3 LIS trar B 亦 即 当 a 之 0 时 ， 


43 P(N, 42) — 34. HpBC4 Q2 DAR ERES S a0 HS 
仍 由 定理 5， 


po >a b/GEN 
-A 


-> e, ^ (n—00)a 


今 以 qu 表 Bened EIC 1,62 (v — 三 一 中 的 正 零点 ， 
x - 


Eom qu /2 TC 3) oue. 
定理 7. | 


O Bac D 0 — 2? 3 E, 


w% 1 一 ?2 1/242 
- č 
F 


g^? 


dai 


GD E, 一 "P ger. 


证 . a, 是 首 中 随机 球面 Sy, 的 时 间 ， 亦 妈 MA hy. 由 
ERODE : i ， . 
P > 1) = " > D = -f P > DeM, € PST 


EN P.C, > GD da 


以 53010) 代 入 上 式 即 得 证 O. ER 
E, = ee => dr 


- [raz na estt 


但 由 (14) | 
|| BG > 04 = E.G) — 7. 
a t 


D FEUER: Mb recoxbBBA 
Pim, Mrb) = Phort) e PÓMGED) C 


* B7 « 


Ea m BO Dr f .d8 a 


5 


于 是 对 间 一 n. 同一 半径 x, 由 上 式 及 (14) 得 


qr 


一 了 


2 r? 
= Ux E QM ———— 
n(n — 4) 4) T d —4 " 


其 中 ET, < Ey, 不 是 直观 上 可 以 预料 的 . 
$13. 格林 (Green). 国 数 


EEG 上 调和 (superharmonic) 函数 . WE GCR* 为 一 
HERET, 0], EHE c iS tE— E ex p Gd 
于 co 的 水 数 f(x), (€ 6) 称 为 在 6 内 上 调和 ， AE l 
1°:} FERF G. D 
2? 对 每 rEG, 存在 8 2-0, "ES Bco 时 ， 对 
每 0<r<6s 有 


[oU «KO GD 


U, x S (e) 上 的 均 名 分布. 

利用 布朗 运动 ， 条 件 (1) 可 政 写 为 

E,(n) m0 | (2) 

e 26 B.C) 的 首 出 时 , 亦 即 S.Cx) 的 首 中 时 ， 

称 函 数 了 在 G 内 下 调和 (subharmonic), 如 一 了 f 在 6 内 
上 上 调和， 

显然 ;常数 在 R" 内 上 (下 ) 调 和 ; 在 内 调和 的 于 数 在 G 
内 上 (下 ?调和 . 

TFE » 

i: E 1 D e ly 一 z772 26 v POR, 


在 RUN) 调和 ;在 R" 为 上 调和 ， | 4 
容易 证 明 , 势 Ce) 一 [oot —— 
则 它 在 任 - 开 紫 万 内 为 上 调和 。 XE, 在 $ 7 定理 2 之 证 


中 ,已 证 明 Ge) 下 连续 其 次 ， 利用 £o 25 的 上 调 稍 
性 有 


NETS U, (dy) = - fie nato ta) 
= jj. (x) gs 7 y)U, Gy M a 


< [s — Odal = Gu(x). | e (3) 


由 于 上 滑 和 函数 的 非 负 线 性 组 合 也 上 调和 ， iom by 为 
JF 3& D PARAR N 

| fü) = Ga) Eh) (xe€D) |^ 10 
也 在 号 中 为 上 调和 各 . g . 

FERIO ESEA A on 设 [G0 ETE D PLE TRI 
和 ， 则 f 可 表 为 i U 

l fxr) — Gone) + (x, . (5) 

其 中 (x) Æ DAAR., 而且 是 在 吕 内 不 超过 {的 最 大 调和 
BR Goele) SERES BI 


Gnyp) 一 2r 5G. yd. . , (9 


其 中 giGs y) 是 下 面 即将 定义 的 刀 KARER, RI rU 
储 仿 于 的 Radon 测度 , 而 且 # 被 了 唯一 决定 . 

(5) 式 称 为 了 的 Riesz 分 解 ， 它 与 以 下 诺 结论 之 证 可 见 
文献 [17]. 

调和 苑 数 有 很 好 的 解析 性 质 ， 而 上 调和 丙 数 则 不 然 ， 蔷 
至 连续 外 也 不 能 保证 .但 它 孝 可 被 很 好 的 函数 刻 所 通 近 : 设 


=. 89 + 


f(x) 在 开 集 轧 内 为 上 调和 ，D, 为 相对 紧 并 集 列 , D, tD 则 
FERRI, opo, TE PD 为 上 调和 和 的 函数 fu 使 在 D. 


出 也 可 到 fa 20, 
VARIES FARA: ” 设 了 在 开 集 D 内 上 调 
和 , 则 (e € D: f(x) 一 co) 的 每 一 紧 子 集 是 极 集 ; 上 反之 , 设 DD 
F, BZD, BHEE, X x € D\B， 则 存在 于 DD 内 为 上 调和 
的 函数 f. EYE B Lf — o0, X. f(x) < o, (AE l= 
之 点 工 通常 称 为 了 的 极点 ,这 也 许 是 极 集 命名 的 原因 ). 
REXER HE. D Val AE 8 RC T DOE D Pax, WREE 
在 忆 之 任 一 连通 成 分 内 不 恒 等 于 ce ;而且 O 
E.G), re») Se CHEX > 
lim (f(x), < eo) 一 (x) 《en 26 DIAS IBID. 
可 以 证 明 : i220, DARA, ni f LWRIT DORER 
Rewgx DA. 
此 结果 把 上 调和 函数 与 布朗 运动 联系 起 来 . 
(D) 函数 ga(x,.y) BUBERR. Bem n3) 
TES6moEXT Dl 
gas, y) 一 r qat. x, y)dt, : (7) 
Mh qslz, ry) 为 禁止 转移 密 庶 ， 直 现 上 ，gsCx, y)dy 可 
理解 为 自 * DREIES ZNE Os y 十 dy) 中 的 平均 停留 
时 间 . 由 86014) .. 
g0 — 0i Ht Xp — D + ales) 
一 EgO — Cha) + gan y). (85) 
EEBAE gG 一 a) 有 关 谓 和 的 性 质 ， 故 为 研究 e y)» 
只 需 先 证 究 EE 


s 98 二 


Falz, y) = | HG, dg — 2) = Eagly — 5). (9) 
以 FGS) 表 Fy) m. * [Bj , » 流动 ， 
引 理 1，Fekz,)》 YER" 为 上 请 和 ,在 《EB)* 请 和 . 
证 .由 Pau EIE: | . 
lim Falz, y) 一 im T Ha(x,dz)g(y — z) 


2| Halas. ds) img Bass 


2| Hala, de)gla — 2) — Fit; PE ^00) 
B Fales) 下 连续 次 对 a ER" 及 球 ORG). 有 
- Fa(x; x)U, (dx). 


-f. 下 "as dee 一 20, (42) 
一 " Hy Gi dv) f G> DU n) 
xL mo aiG 70 7 Fees). D 


此 得 证 第 一 结论 . 正 证 在 Oy zit: 

JEE a€B , Pax. 小 有 球面 平均 性 取 S CO COD, 
推理 如 (11)， Bap 中 不 等 号 应 为 等 号 ， XE eC 一 上 在 
RANo} 为 调和 ,而 ve B iee (By 调和 . FHE Feles) 
的 局 部 可 积 性 .由 于 互 闭 , 当 » EB f» 属于 紧 集 KC(By 
时 ,gy — 20 对 = 有 界 ;由 (9) Fales D XL y € K 也 有 界 ， 
MWEE (Ey 局 部 可 积 。 于 是 由 $4 定理 2，F*《x,*) 在 
(B) 调和 # 

引 理 2. 设 Gn ECEN, X 

GOGG C- -3 [J Ga= 6G.. Co(2) 


s PI + 


则 对 EG, yEG, A | 
imFe (r, y) = Fele, y). (3) 


WE. MbmGEDCOKBD. rE Gus y € Gms 
Fs; (x.y) 一 E,g(y — elhe J) — Exg(y — x Chaon?) 
= E.[g(y — Choca) d: Aos < 0] 

+ Edgiy 一 x Chasm) Shas - w], -> | (14) 
注意 acn) E G53 当 y € Gm 固定 时 ， g(y — 2) 对 z€ Gh 
有 界 连续 :又 在 jae<oo 上 ,由 46 引 理 2 ,对 EG, P Jl 
PILA x*(hacn) 一 x(hac). 由 于 这 些 原因 ， 《142 中 最 右 方 
的 第 一 项 趋 于 

E lg — (hag) ) has < co) . 
一 Elg(y — xChor); hg < ol Falx,y), (5) 
在 has = © 上。P,(x€ G) 几乎 处 处 有 haom oo, 


lim n xag, - O5 
再 注意 Em | g(y 一 e -— 0, JERUBTSBIB SE ERE , 知 右 方 第 


ET 
关于 "Na » BUB mts 6 HERSE, 今 再 补充 如 


Fo 
G) galx, y) on, Gy Es(x.x) — co, rE €E, 
事实 上 ,由 Xy y) x pie, Y, y) 得 

Eas y) Egl y) < oo e "». 


次 如 EB, de) 
PONENS 一 人 Hale, dael — n; 


g(0)- 00; X x€B 时 ,g(x — z) 对 zEEB ARER, 
故 上 式 中 积分 有 穷 , 于 是 gan, x) 一 oo, 
由 (8) 及 引 理 1 , 立 得 l 


-= 92 


"URSLME-A 


GD (x. LER, E RN x} 为 下 调和 |. 
(Gu) gales y) 对 y € CB — (x) 调和 |. 
(v) gekry) — g(y — a) 对 yE (BY 调和 . 
Cv} 如 a€ Bn limgs(x,y) — g(r, a) — 0. 
事实 上 ,由 GD 及 § 6,7) 
0 ox limg (x ,y) * ga, a) 一 0 
(=) MHAR. aE, ELEG x,6G 上 的 
JETER R glQe. 9) 称 为 如 的 格林 函数 ,如 果 
1) gax, y) — O — 2) 对 ?在 G 内 调和 ; 
: 2) ZG 58— ulr, n = Olr E G, y EG) tt 使 ulr, y) 一 
g(y—22 XI y E GAR, B 
so 0 x) mas.) o (16) 
下 定理 是 布朗 运动 与 势 论 问 的 一 重要 联系 
定理 1. JTSE G HRK ERU gå ET ge E GX GERYI 
限制 , 即 
gí(x, y) = goles y) (x€G,y€G). (17). 
WE. 19 HE JL Gv) 立 得 证 gelr, y) HERE 1). 
2^ 和 任 取 一 个 满足 2) 中 条 件 的 ux. y). ŒE 
| ty) > gelas y) (x€G,y€G), (18) 
先 设 G 有 办 而 且 ecc. 由 (对 ce8G- 
Hml sts, y); — gx, y)) = Je 9 m0, 


Hi Co. 既然 ; 
ur, y) — getx, y) = Dux ey) — gQ — 221 
— [gers y) — gly — 22] 
对 ?ez 调和, 故 由 4 极 大 原理 ; 即 得 (18)。 
3? 设 G 为 任意 开 集 。 由 46 引 理 2 ， 存 在 有 界 开 集 列 


-. 93 *. 


[Gants t 
G4CG, GCCCGCG U Gn ~ G, 


而 且 ec.cOGLYy. 由 于 Gs 有 界 , 由 2° 有 
ukas y) = go Cray) (rE Gus yE Gy). (19) 
因此 ， 如 能 证 ges C y) — gekr y). (x€G,y€G), M 
《18] 成 立 而 定理 证 完 . 
29H. x y€G. 对 充分 大 的 m，x — y €G.. 由 
(i) 
Do = gar (x, x) T gole, x) — œ, 
次 设 6G, y€G, zo y, REA KI m, y€G,, 由 
(8) " 
gez læ, y) = gU — 3) — Fez lx, y), 
gel» y) — giy — x) — Feles y). 
出 此 及 引 理 2 RRR Es 
作为 用 概率 方法 求 格林 国 数 之 俩 ,考虑 开 球 G= b,n R 
证 它 的 格林 画 数 为 : 


a6) = gly — r} — s go* —x»- . 
(n 23). (20) 


其 中 z€6, 0 y €G, X. y* HY £& Kelvin 变换 (相对 于 
BA S, 的 反 演 ) 而 来 ; 见 


y* — ry/lyl (y 2 0). (21) 
实际 上 ,由 定理 1 及 (8) 
giles y) — g(y — x) — Eagly — x(4oD). (22) 


WE s= x(he)e€es, ARRA: 2€, A 
iz — a*i lz y= i90, 
得 
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Cy 一 2) = de -4 y go* — 3. 
由 于 gO* —:) 对 xeR" — (y*] 调和 ,由 $4(5) 
E.G — 4059) 一 (站 Brgy" — #0) 


- Cy" seo. 


由 此 及 (22) 即 得 (20). 
局 更 可 证 G= (8B, |i GO 
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第 二 章 二 维 布朗 送 动 与 对 数位 势 


$ 14 -对 数位 势 的 基本 公式 


(一) 对 于 一 一 、 二 维 布朗 运动 ， gx, y) =C $ 2,085), 
CEDERE ERE Rx. ERI, kay) EA 
数 ， 出 它 而 建立 对 数位 势 . 对 数 势 与 千 顿 势 的 理论 在 许多 问 
题 上 是 平行 的 . 

本 章 中 无 特别 声明 了 机 ,人 恒 设 2 一 2. ne 


HORSIE Ce x)dt, plr, x) = —— e nnm 
2t 


任意 国定 一 点 € R*, 使 |z| = ji. CHIA, PJER u = (1,05. 
HER xz€eRyceRuogyv 
KC) = gPG0 —gG); PG, —- y —. Q0) 
Ti, & e, y) = kiy, x)r X 
go) 一 N e" [pr nu) — plt, x) Tat 
ad (^ eM (eom — cz y di (2 
Zæ 0 z^ ` 
EE 
D, EU | «| = ]; 
kL) — 4270, dn jel 2 1. HERE k Ce) B A 10 T EE; 
«0, A [a] <E, JER A^ CO BR A o 而 下 降 . 
(3) 
于 是 在 在 极限 


fmk) = ROG), 
这 收 癌 性 具有 下 列 性 质 ， 
1) 单调 性 : aomh. 
JOIE OPE EE-S E 
—EG)t — 8690s 30 dz] LI. 


(4) 


2) PG) Kk) 在 rao 连续 (这 由 下 面 《(x) 的 表 


ERT KERA 0 的 聚集 上 , 收 化 是 均匀 的 . 
现在 米 求 《x)， 交 换 积 分 次 序 ,得 


D R(x) em 二 人 (e P 一 Te d 


t 


,Ce BN eir or di 


E 


lri? 
ce) dt. 


ea 


ve 
^" 8$ 


&] eds, 


PI: 


KG 一 二 log xl, («€ RƏ, 
AG y) limi y) m — log e — yl; 


(x,y€ RD, 


称 àG. DC to 1) 一 kz 一 让》 为 对 数 势 的 和 ， 


对 Be 28, 由 $5,(6) 
Ee dag == Hi(z, B, 


e. Xie mG. i). i «ds Soul 
L 


6) 


(6) 


9») 


(8) 
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CD e | Hi Gs dD + PGOLI— Eun, 
MM 
又 首次 通过 公式 的 拉 氏 变换 为 
pOr) s | Hi (x, dz)g'Cy — 2) + gilas y). 
MM (10) 
Bo). EE 
KO — 2 | nite aopG — 9) 
— gl x, J) E LAGGY, Cry E RY (11) 
其 中 | D. 
Li(x) = pG — Ere 7], - (2) 
VAN, Là(x) 0, Wl EB hj, Lb) 一 0. 本 节 的 
主要 有 目的 是 证 明 : 3n 8 dti. 则 可 在 C1 Dre à 40 而 得 
下 列 (13) 式 , 称 它 为 对 数 势 的 基本 公式 . 
定理 1。 设 互 为 非 极 集 ， 则 
i) gn. y) 00, (x 56 54 | 
od) 存在 极限 lim Là o) = Lax) « o0, (x€ R2); 
inb 对 rÆ y, 8 
KO — #) — | Hales dDRG — 1) — galas y) 
+ Ly). (3) 
为 了 证 最 ， 须 先 证 若 语 引 理 。 我 们 先 作 一 些 说 明 。 要 在 
积分 号 下 取 航 限 ， 可 以 用 单调 路 伍 定 理 或 被 积 函 数列 在 紧 沁 


上 的 均匀 了 收 敏 性 因此， 我 们 先 对 相对 紧 集 证 明定 理 1, 然后 
考虑 一 般 的 8B. 对 AEB, A 


d A= de. aSo). Q0 


引 理 1 ik BE E" (ncm D) 为 非 极 集 ,又 如 为 相对 紧 
集 , 则 


gb Gs 4 eis A) 一 也 -| Xs)ds Q0; 
| (15) 
sup Es N X (x dt < oo. | (16) 
证 ， 由 单调 收效 定理 及 
gile, 4) = , r e ur, x, y)dtdy 
一 N EHP, Che > ts i € de, 
即 得 (15) 中 前 式 。 又 E 
70: Bat*s d) PT 人 ACT = fax, € Adit ` 
, 一 五 。 i" X A(z,)di, 
设 225. E B,54, E515] 2, A 
gs, 4) I N Px,€ Dask N p x.y)ydr: 
= | ce dy A Aar 
o A [e — yj 
其 中 cns 4 为 常数 ,故此 时 (16) 成 立 


Sitna, E ae RN 必 存 在 名 之 1 使 
PL, € B, 对 某 € (1 5 t5)) . 


= f sy — P, «5—14 0 (17) 
其 中 | 一 人 。 TAERA o > i o, RU 
Palhe « o0) 一 fa »y — a)P, Cha < co)dy | 
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- lim | PCl, y — a)P, Chr m t — 3My — 0, 
pA 


UH $628 151 Prl 00) 0, HS BAERETEUE ES. 
出 (173 ,存在 紧 集 F LA TER BEES QU EE tE 
P lhs o 0))2-0, GEF), (18) 
K p(1 ,x) YES HOP ATF Otk py — 3) 对 y€F, 
* Ed 的 下 确 界 大 于 0， 于 是 出 (18)， 
int P. (p 6) > inf ps y — P, Cs < o — Ddy 
ted z€dlF . 
—870, : (19) 
其 中 5 WEER è 
C = re A, ha >t), dt Lit G + Dn. 
定义 下 标 集 D= G: AC dEED. 故 如 产 E D， 则 必 存 在 
tE [Fi G+ Du]. < åg, W rE d. S$1DHES nne 
e. REXISEXI Tia T 
T, = inff #1 EC)， 如 右 方 集 非 空 ,否则 令 TL 一 oo; 
Ton = inf(t: EC; S jun)» UG SERES, UA 
Dac 00, 
由 定义 知 , 如 Tus < co， H Tar Œ utes Ael pin ad 
jaj 以 NC oo) DRAA. N 
Pia Nuad2)-—P(T,«o,T,,- 0) 
> P(T. Z Ors E Ta E 10) 


一 | P(T, < o0 XUT) € HOP Us X f) 
A 
> aP T, < 00) = P(N > 1); 


PN 29 5 + 2) (1 P(N > n) 


EN = $) PANT n) = Do PKN > 20) 


aad 
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OST BON Ea D) «A coo, 


„=l 


以 1C| x ca BE ,每 


LT ` 
sup E. l Xa4x dt = sup E, | €] 
< pE, 'U lj | = SupioB: N «cog 
* M, 
PET. H1$6(—), 当 r=] 时 ， 引 理 1 对 任意 非 空 的 
Bez uds. 
引 理 2， 没 二 可 浏 集 CCE, W 
gen 3) > gts y). (x, y € R’). (20) 
UE ^ Acl ha, WIERE 4€ m7. 78 
P.(Ao T t, x, € A) — Pg > 1 rE A). 
因而 | 
gelta x» y) Ze qu to xo y)». (a.c y, (21) 


|a 7 E,»X. z)p(s sy 一 z)dz 


>f gg(t — E, X3 2)pCy — zz, 


4 e 0, 即 得 知 (21) 对 一 切 ?成立 . 将 (21) 两 边 对 "HOS 
o0 积分 即 得 (207# 
引 理 3. 设 Be sw wH 


lim 3 Hitxs dx) Rity — 2) 


140 
一 | ace， dz)k(v — z). (Q2) 


WE. EBRE, Hil, A= Hala, 4)—0(4 € 2g?) 
而 不 须 证 . 设 B 为 非 极 乐 . 4 DD 一 (zs: |y 一 z| m D. Hl 


|, Hi Ca, 44r — 2 


一 E,e akity — CO o Ca Cha) ) . 
— E,e | Ry 一 Chs) Xo Cr hs))] 
= (0 — QGD.GÉ) 
M 2 了 0 时 ,由 上 述 单调 站 化 性 ;《D (D 分 别 收 全 于 对 应 于 
à 一 0 的 类 似 式 RO) 一 (77 ， 故 得 证 (22)s 
注 2。 如 五 为 相对 紧 集 , 则 - 


mo 一 " Hale,  da)R(y — 2) « co. (23) 


(以 下 简 记 人。 Hir, ds XC — 2) 20 f, Joo 
实际 上 , 因 RO —2 对 ze BND 有 界 , 族 de 


ane 


限 ; 其 次 , 当 240 时 ，GD 一 " <o, 而 (I) > —eo, 


d -o<| ouo. To < f, < cos Ste EE 


4 ZE oR oa”, 

53 4. 设 吾 为 相对 紧 集 , 非 极 集 , 则 定理 1 成立， 
| GE BUE RA. 使 4N8~ g TE EU Jn je M e 
141. 将 (11) 二 方 对 yE A 积分 ,得 


AO m f Gd 
一 人 (x, dz) [ &^'(y —s)dz + gilr, A). (24) 
令 14 0 而 分 别 考虑 各 项 ， 由 引 理 1， 
| BG, A) T galx, A) oo, Q5) 
XH o 
p ty — xy 一 x N eX 


中 19025 


. | (era — enema, d | (26) 


A 
及 对 n kO 一 Ddy 之 美 似 展 式 ,可 见 
lim im. gy 一 dy = | kly -—34dy. . {27) 
在 暴 棠 上 均匀 成 立 . 因 豆 坚 , 有 - | 
lim | Hè (r, dz) f, ky 一 z)dy 


= f, mdd | O= Dan QD 
由 (25)， (7), (28) 知 (24) 右 方 有 有 限 极限 ， 故 存在 有 限 极 隧 
lim Là (x) = LG). l "i C297 


再 由 (11) ,对 x y. AFEERI 
lim [74 xy) + (H(G, dz) k 9 一 »| a 


lł : 
= ly — x) — Lax). (30) 
A 0s gilr, y) t ga(x, y) s oo, Ti 22), Q3) 


=o «im | mn. dr) RG — 2 
= |, HsGesdx)k(y =z) < eo. 
BRI xv y GA 
Es(x» y) « 00; " Halx, eno =» > — o0 
以 及 (13) 成 立 s 


定理 1 之 证 。 因 BB 非 极 集 , 必 有 相对 紧 子 集 ACE mn 
所 也 非 极 集 由 引 理 2 及 引 理 4， 1 


gefzy y) gans y) 00, (x v y). (15 
Li Cr) = g'Go[t — E.e78] 


“IGJ” 


< ghQ[1-— Ere 4] = L4 - 
0x lin LEGO < La) <o, (32) 
由 011), 对 * m y. 存在 有 限 极限 
lim [ Hi x, dak O — z) + Li c) | l 
= ky — x) + galr, y). 
HER GD. (22)* 必 存在 有 限 极限 


lim |, Hi Gs da Y Gy — z} 


一 f, Ha(x dz)kíy — s). | (33) 
Barfe dun EZECH DR RR | 
lim LECx) = Llr), QER’) (34) 
JF BLO 3) RR e. 
iki. E,hg © eo, {rE RÌ, 则 有 
Llr) = n. (35) 
lf à ] 一 e? 
LiG) 一 ig cor. (1—1—7). | (36) 


H4 Q9 0 充分 小 时 ,括号 中 图 数 被 is 所 控制 , 放 当 4149 时 
E, (=)> Ehs < coo, Ag^(u) — (0. 


HE Li m 0. RED. in B ODARE., WUIB$ 3& A 
Esha < lr € RY， 其 次 ,所 (36) 知 

LiG) — 0, La(x) = 0, Gn «e B^). (37) 
fg lIÉ.hnBu.X ré B ,Wlg C36» Li (x) = Liyx), HUE 
时 


Ly(x) = Les(x). . (38) 
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Tk 4... An Be 局 ”为 极 集 , 因而 Plh: = œ) — 1. 由 
G60),4 A10, HARME Lgtx) = o, 


$15. 平面 Green HA 


(—) 利用 $ 14 定理 1, 容易 讨论 galt y) 的 一 些 人 性 质 ， 
其 中 Be gœ’ AJR. H5 14032 - 


gales 3) = f HaGonok( — 9 kO a) 
+ Lale), (D 
klz, y) — Tlog lz — yl. o 


E $40 1, Ax, D 对 7 在 R? — (x) rBRRI, YE RT AREE UAI 
JT. 令 
Fales y) = | Hales de) Rly — 2) — EA — 03). 
B (3) 
B181. 函数 Fale,- ) Æ R 为 下 调和 ,在 (BX 调和. 
此 引 理 移 证 全 同 于 $ 13 引 理 1 之 证 , 因为 Cy 一 z) A 
有 那里 对 g(y 一 z) 所 圳 的 相应 福 质 ， . 
EB. d Beg {ERE 
G) Qs gx. y) co, Ey), 
(D gales y) 对 y€ R^ — Ix] 上 连续 、 下调 和， 
Gii) gales y) 对 »€(B)y — (x) 调和 . 
Gv) ga(xs y) + Ki — £) 对 yE (By 调和 。 
(D jimga(* 7) = galta) 一 0， 如 ac B', 


WE. higza 118 (D. 对 y € R^ — (x)a Go y) ill 
Fi, mu Fax.) TAM, WEO) GO. 同样 证 明 Cu) 
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GO. CO ZA $ 13360 ifa 

(D) FRJEÉ G2OR Green 集 ， 如 存在 GX G Lcx 
Ax. y) 使 hlr, y) Ay — 对 yEG 调 和， 此 时 说 函数 
(x>y》 具 有 性 质 HCG), WGA Green 集 , 上 共有 性 质 HCG) 
的 最 小 函数 称 汶 GG 的 Green AR. 

在 513 中 已 知 当 # 之 3 时 , 任 一 开 集 有 Green DES mH. 
IRE E G X G 上 的 ge 是 它 的 Green 函数 ， 下 定理 表示 , 对 
a= 2, R4 GORAK? CE G4 U G A Green 
4. 

3EJÀ 2. 开 集 5 为 Green RARA dp RR G 3ERGXE 
集 。 这 于 限制 在 G x G ERRA ge 是 0 的 Green 函数 ， 

证 。 讽 分 性 : 由 定理 d (00. gofes y) ck — e) 对 
yE ce VERI, 改 只 要 证 ge ERAH H(G) op 

先 考 虑 袜 有 界 .并 且 每 点 x E98G 对 GG 规则 的 情形 . 

二 为伍 一 具 HCGY 的 函数 ,由 定理 Cv) . 
lim [A(x, y) — go x, »2] 一 lmg(* ,7)>0, 


ya 


| a€0GcC(Gy, 
DA EEEOGS I MEICM y) z gens y) z 0, y€c. 
4 7SWUEXXOLSE G， 由 #$6 引 理 2， HER iA R 
(6,), 使 
&,c&cec-, UG =G; 


X 9G, 之 点 对 GMN, TH Pi Coo, T ec) = 15 (x€ G), 
ES 14 引 理 2 EERR e Qo 9): 


ge Cas y) t gn y) S gokt, y), ( 
因 C IRR, p (xo 30 < gelr, y) 00, (x y), "FUE 
gone y? = gets y). (5) 
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ERITMA 1 > 0， 对 r6, P, (ha 一 hos) 一 1， 
P.C = haz) = 1, (n 充分 大 ); 故 P, (hoc 1 he) =], 而 
有 


B, ("5 16021 5. f Fear 


-|. go Gr 0I Odys 
另 方面 ,由 单调 收 全 定理 
E. [5 4i — V, go Crs DIC) dy t 


||. g "Gs DfG)4y, (6) 
比较 此 二 ARAG YI ae YE. 下 证 5) xj— EJ y 也 成 
ARERI GI, gà Gi ERO a) 对 »€G, M 
和 ;又 geles y) Tg" x3). Goy) moo, (xc D. d 
由 Harnack 定理 ， gy) - ROY 一 xz) 对 yEG jm, E 
TES. 512518, 定理 1G) HH glr, y) tO — x) 对 
y EG 也 调和 、 和 连续 ， 政 由 C5) 式 几乎 处 处 成 立即 得 其 对 一 切 
(Gr 3) € G X G6 成立 下面 利 用 此 结果 以 证 gos 的 最 小 性 

尾 取 上 共有 性 质 HCO) 的 函数 Isy) (3, DEGX 6, 
HE Ge Es 4 也 有 性 质 HG, a pa ES E ALTRE ZCUE 
BH. ，. 

gat Cx» y) S Ax. p. Cr, y)E€ 6, X Gaa 
由 C5); 对 ,2€G X G, 有 

go(x» y) = gn y) — limgaz (y) « Ay). 

必要 杜 ， 即 要 证 如 G 为 极 集 , 则 G 非 Green $. 否则 ， 
WRGD Green W, WERTE, RHEAEUR HCG) 的 国 
数 aa y) 有 
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gír, y) x hx. y 00, x y, (7) 
FEE BO 0. JEREZ I). DL G^ 为 极 集 , 由. 
二 维 布朗 运动 的 常 返 性 可 见 


E, [ieat Es ("" roe 


— E, N f(xds = co 
p ilb 5 C6 
f, g'(x, yMG)dy = oo. 


即 然 f(x) EX» g* (a, 3) — 90, ae y. ESOFA 
$16 对 数 势 


(一 ) Rh FORE e so C. EA 
KuG) 一 一 人 Ac — aC) 


-二 eg -ac 0 
ce 7 一 z| 


m 


ER e RE, 

由 54 例 1 知 ,一 KCy — x) 作为 y 的 函数 ， 在 R — da) 
调和 ,在 R 为 上 调和 :; 故 仿照 $ 13 引 理 工 之 证 ， 知 Ku(x) 在 
R? 为 上 调和 ,在 C 为 调和 |. 

it BB 为 任 一 相对 紧 集 ,但 非 极 集 , 自 > 出 发 , 其 首 中 点 分 
布 记 为 

Holzsdy) = P(x(hs) € dy), (2) 
令 B, = (x: |e] mr. 5 = x: dx]. roro 0. ER r 3g 
分 大 ,使 BOB. BLU, 3E S, EROR 3 4 f ELIE ura 
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moldy) = |. Hikes dy)U Cdi). ^ (8) 


d UE ESHER GA 20 BEN) ns 一 nos. 
X3 d. 30 BOUHDS EE FERR, W 


Em ga(x, y) = La(x2, (4) 

lim galx, y) 一 La(y). () 
又 在 强 收敛 意义 下 ,有 有 | 

Jim Hl, dy) = pa(dy). (6) 


证 ,在 任意 紧 集 上 ,对 * 均匀 地 有 


&G ~ kO) = È log 25 


—D, 


(o y] — o). (2) 
h ilt ER 1,53] x y H 
&(y —12— | Halas dz)k(y — 2) = —ga(x, y) 
+ Lla). | (8) 
左 方 对 任意 紧 集 中 的 x; SAA 
LG 一 — RO) — | Hale 4208 — 2 —&621 
一 0， (ly| o). p 
EGARET 0 而 得 证 (4)。 由 对 称 性 gs Ces y) 一 


gaty，x) 18 5). 
H $5185, 


Hs Go dy) = IU UG) ESO. (9) 


15585138 1.2 ur. ATO BE Borse Sr FUE 
dim Hs (x, dy) = Udy). (10) 
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由 强 马 氏 性 及 (3), 对 x€B.. A 
Hala, 4) ~ usCA)| 


- |j, sc anio n — È, vam 
«| nsi dy) — UG an 


对 一 切 A € 28^. 成 立 , 故 由 (10 知 (6 在 强 收敛 意义 下 正确 #， 

直观 地 , (10) 式 可 理解 为 自 o 出 发 ， 首 中 s, (或 了 3) 的 点 
的 分 布 为 均匀 分布, 这 上 与 自 0 出 发 , S, (或 B: ) 的 首 中 点 的 分 
布 相同 .而 (6) 则 表示 : 自 co 出 发 , 的 首 中 点 的 分 布 为 ps Ct 
较 $8C7))。 叉 (4) 可 理解 为 : 自 * 出 发 ， 在 首 中 互 以 前 。 在 
“co 远 的 单位 面积 的 邻 域 " 中 的 平均 停留 时 间 约 为 Ls s 
(5) 也 可 作 类 似 的 解释 : 自 ce 出 发 ， 在 首 中 吾 以 前 ,在 > 的 单 
位 面积 的 名 城中 的 平均 停留 了 时间 约 为 Day). 

以 后 还 会 看 到 ,在 位 势 论 中 ,应 把 e 看 成 B 的 平衡 分 布 ， 

定理 2。 wb BOSdED E Se , 则 存在 有 限 极 限 


Jim [La() — £60] = RCE), (12) 
而 且 pn 的 势 Eus 满足 i 
Kps) = RCB) — Lale), (13) 
üE. B $l 定理 1 i 
kO — 20 — A — | HCE 4G — 2) 
(0 + gales y) = Llr) — KG). (14) 


XU yx. mE. yë, W &(y —2 对 eB 有 
界 ， 故 由 定理 1 
lim n Hg(x, da)k(y — z) 


Iz i 


= | pa(dz)KCy — 2) 一 Kroly). 


-me 6 

1 
; i 
+, 


$ r| too. 由 此 式 及 (5)， 得 知 (147 左 方 趋 于 Ka) + 
Ly). Ub. UDAHA AREER, 记 为 R(B), HE 
02). 并 且 
Kugs(y) 十 L-G) = RB), GEB). 
这 得 证 (13) 对 x EB Hor. FECH «EBER. 
wye, BODRA) 


im | HaC, az)kG — 2) — La) — RCB), (15) 


kx |= 


另 方 面 , 取 * 充分 大 :使 开锅 EDB. 4 je >r 时 ;由 强 马 
EEA 


(Hals, dadk(y ~a) 
=j, Hs (erd) (i ma. aO — z). 


如 能 证 明 f, HE 42k 一 z) 对 EL ”有 界 。 则 由 定 
理 1 (6) 及 上 式 立 得 
lim | Hass ds)hCy — 2). 


点 
| m f, DUD | Es dDkO — 2 | 

一 n pda YY — 2) = —K ely). Q8) 

05) (16) 的 者 方 应 相等 、 故 得 证 (13) 对 x eB BRA W 

下 要 证 当 yeB 时 ,| m. 20x60 a) 对 lel >r 有 
界 、 为 此 ,改写 (19) 为 | 

f E 246 一 2G) ERO — D — ED. 
a7) 


* Eli 


1 
ous 
Ax. 


Fm IOR o 1 libn x ye B, 当 81 nr 
充分 大 后 ，kCy 一 D 一 LU) "HER. X 8 15 定理 1 Gi), 


ga(5. 9) 对 »y€B, |E] 2 r "BE. 故人 17) 的 右 方 对 上 [> 
ER, WIE Ed. 

对 非 极 集 的 相对 紧 集 B, 称 测 度 ns 为 B 的 平衡 测度 ， 其 
势 K pa 称 为 日 的 平衡 势 , NE IX ROB) 为 B 的 Robin 常数 。 

如 互 为 相对 紧 的 航 集 ， 则 定义 RCE) = 00. 以 后 会 看 
到, 这样 的 定义 是 合理 的 。 - 

当 召 为 紧 集 时 ,由 于 pp 一 nopiLa(x) = Lo (x € B) 
UE 814880). HCLD AZ 


RCB) = RB). (18) 
fü 1, AED B, REAS. B0 及 上 所 述 得 二 者 的 
平衡 测度 部 是 S, 上 的 均 名 分布 U, 
pea, 70 ges, S Ur (19) 
还 可 证 明 : . 
0, di lel Ers 
„nD 一 i tog (1d D. 如 lz| > (20) 


实际 上 ,如 o] < ro B S GD La G3) 0, A38 lzj> 
p ,在 对 数 势 的 基本 公式 (8 14 (13)) 中 , 取 y 一 0 得 
La, (=) — RCE) + gaas 0) — |, Ha Gs C2). 


. (21) 
Hi$15jEXE 1G. gi, 00 — 0, M Ix >r 时 
|, HaGod2&C- 2 = |. HG dkC- 
一 | Hs, Crs dz) 一 log r 一 d tgp. (22) 


dile 


于 是 出 (21) 得 
LG) 一 二 tog (IP) = 160. Cal> 0. G3) 


F1C12)(200 (18) , iS Robin. 常数 为 
RŒ.) = È tog (+) = RCS), Q9 
di). 04), (20) ,得 平衡 势 为 
Kus (x) = Kes (e) 一 (i)» sav; nh e» 


其 中 aV 一 max(a, $). 
2$ U. 平面 上 的 容 度 


(一 》 试 研究 Robin 常数 的 一 些 性 质 ， 
引 理 1。 iA, B 为 相对 紧 集 , 则 
RC(AUB) + RCANB) ze RCA) +t RCB); . (1) 
XX ACB, 则 | 
| | RD > > RB) — w 
证, RACE MBARE SRL ADOS, 于 是 R (4)= 
RC) 一 co, MBRR, AARE, ORAR. du 
AERE H LO SE CS 14, (0220 BUR ka 法 hg， 得 
. LÀ GO S LAG). Lax) & Lal). (3) 
FES S 16 (12) 8 iE C2. 
SFD. RE A, BO BHEBEAEUEBS. BUT heu = 
ba A s. AH? 
Po agg SEL) SE PLCCAí S D) Ui m D). (5 


Qn o AanszE5AVAn, 


-]ti- 


Phi S hs GO [= P Ga EO H Plh Er) 
— P.(CÀ, « DU Gig S DD SE Pa E P) 


十 P. SLE) — POL up L1). (5) 
Hi 514C12)f8 
L'ps(x) 2 LG) 十 LG) — L'us(x). (6) 
4 110,18 f 
Lans (x) > La) + Lale) — Layelr}. 《7 


FB. 5 16CI2 EIAS C Jye 
EEL i)i phg, 


R(B) = up(R(QU); UF, UDB, Ü., (8) 
iD 设 五 为 相对 紧 开 集 , 则 
R(U) = inf CR V AD: AR, ACU). (93 


证 , D WEBER. RAIBH RIE {8.}， 
BDBDBD"; [(|B.—[|B,—B. 
Bi $65|8 1, 
Pelhan 1 hs) 一 1, —Exs€ BUB (10 
， 先 对 避 为 极 集 的 情况 证 明 (8).， 此 时 ROG) 一 o. RE 


证 (8) 之 右 方 也 等 于 oo， 任 取 20; AREH D, DNB= 
B. 又 了 在 本 上 之 积分 为 1 令 | 


- fO = SRO — Ady = | KO — 26006. 


f= [i 如 $16 开 头 时 所 述 ,41(z) 对 =e DDR, 连续 , 故 
在 B, ES. MT | | 
iL Has Gs de) Afz) | < supl4fGO| = M « eo. 

flan zef 
(1) 


. e 


由 $16 (13) JEER [Goa 一 了 >， 


fii, fs + Í Lo CK) ds = nO. 02 


DRE n cn co, 如 能 证 右 方 第 一 积分 有 界 ， 第 二 积分 上 升 到 
co , 则 R(B,)-» oo (n co) 而 (8) 得 证 ， 为 此 , 先 有 


上 Eraka | < [| arias co | 


«M «o. | (13) 


= |f atas (n 


其 次 ， 为 证 第 二 积分 Te. mE Lala) t co 。 
利用 $ 1401332 & CID : 


|- fas Ody + 1.6] ~ » 


一 f Hsls da) AFG) | < (A) 
«^M. .| (4) 
但 当 ze B* 时 ,由 (10) 
| sales Gay = Ea [n Dae 1 B, foa. 
| BENED 
ERIT s = 0) = 1; FUR A bison E 
性, 得 | 


E, MIO 一 s ie fGxOdr 一 co; (16) 
ECOPS i — o0, 由 (15) (16) 可 见 La C f oo, 
IRANIER BERRO. EROH. 及 
| Kus adr + | Lade — RB), 


WDE RCB,) 一 RCB), 只 要 证 (12) 左 方 二 积分 分 别 趋 于 
上 式 堪 方 二 积分 . 此 时 由 于 ROSER (Bra) W 


"115+ 


R(CB,) T RCB), 
X] xeB JB, 05, Gde 有- 


f £n. C y)tGMy T (n Gs DIG. G7) 


因 Pelea) € B) 一 L 4i(z) 在 B, PER, TRIB CIL) 
方 及 控制 收效 定理 ,得 


lim f, TPRCP dz)Af(z) = lim EAf(x(hs,)) 
= E.4f(x(b) = | HG, dz)4f(z). (18) 
E $1413) E (12) (18248 
lim Lg, (x) = lim [4 一 | Hy Cr» dz) Af a) 


+ eales W147] = arco 
— | HaC, d) af GO 


+ | eae, MG = Lale). (195 


而 且 由 L4,Z2eL, HACR) AH. Lep GODT L&x). XA 
BAEO 的 Lebesgue 测度 为 0 得 


DNO LET 


1 - „Lalji (dx 一 OIOLA (20) 


AFERE 《12) 中 第 一 积分 ， 取 圆 D, B. 由 $1662 
及 控制 收敛 定理 


lim Í Kus, GOf Ode 一 lm | pode) 4f 


= lim D [人 Hg. 4x), | "e 


"115. 


7 te |, [comet ] eem 
= lim |. caf UU, C40) 


~ f, Eidi GOV, Cas) 一 | Kdz, 
D 只 需 考虑 U 为 非 极 集 情 形 。， (556, 可 找到 紧 集 
ACU, ACA U As =U, RBS Pehin phu) 一 


. WERD 使 DOU:— p. ERER >O EU 
云集 D， 又 人 fedz 一 1， 然后 念 上 述 信 中 对 非 极 集 情况 之 


证 ;以 4。 代 Bas AU FS BS DIL LT , 即 可 得 证 人 9)# 
细 绰 定理 1 的 证 明 (或 稍 加 修改 ), 我 们 实际 上 已 证 明了 : 
X1. i) iB, K B, VB, Wf xe BUB, Lala) 1 
Ly(x); RG,) 1 RCB), 
i) 如 B, R B,TB, B 为 相对 紧 ， 则 对 一 切 x. A 
Lale) | Lekx); X R(B,) (RCB), 
(二 ) UCK R "m 定义 4 
R*(c) 一 一 RKc)， ee CC l (21) 
由 (1) (2) 及 定理 1, 知 RX-) 是 C 上 的 Choquet 容 度 ( 参 
2 59), 由 容 度 的 扩张 定理 ,可 把 R* 的 定义 域 扩大 到 am E 
(甚至 全 体 解析 集 上 ) ,使 对 任意 Be au 
R*(B) 一 sup(R*(e): ccBec 紧 ) .. (22) 
= in£(R*(00: 0228,03. >o 
并 且 对 尾音 Boral %4, B, 8 E 
R*(AUB) + R*(AC| B) « R*(A4) + R*(B),. Q3) 
Xd ACR, W 
R'CAY & R*(B). Q4) 


sl 


它们 是 (1)(2) 的 延 拓 . 

dE $16 PRECIMA AR AENT Robin 常数 RC, 
今 证 明 —RCA) 与 扩张 而 得 的 R*C4) 和 相等， 实际 上 ,对 任意 
XE cCA, FRIR JT 88 02 4, 有 TEOS- R(A)S 
SERO. d 
S R*(A) s RCA) < R*GD,- 
BB ROCA) = — RCA) WARRE 4 成 立 。 

利用 R* RUP ER E ARISE Robin 常数 的 扩张 : 对 任意 
EE), 定义 l 

R(B) = —R*(B). (25) 

于 是 关于 R*(B), (BE sp) 的 结果 ， 可 以 通过 R (B), 
(BE BD RRE. S, 如 (22) 可 改写 为 : : 
对 任意 Beg 
inf{ RC(e): eC B, c Y) = RCB) 一 sup( RO): 028,03T] 


(26) 
SAER Beg. 定义 8 的 容 度 C(B) 为 
CCB) = expt — RCB)]). (Q7) 
例如 ,由 $1604), M B, R BUS S, 的 容 度 为 
(0 CB) = CCS) = r, (20). (28) 
_ 容 座 有 下 列 性 质 : 


a) 如 ATB, Wl CCAD « CCB), 
b) 如 A4 紧 ; 则 CCAD = C(O24). 
€) du B, X, En} B, 则 C(B,) IL CCB). 
d) du B, Kt. B. 1 B, BHR Z, I C(BO 4 CCB). 
实际 上 ,由 (24) 得 a2)， 由 车 14C12), 对 xEAd, 有 Lh) 
Lale), HE La) = Lal). FEH $ 16012) f b), 而 
c)s D 则 由 系 1 推出 . 
”显然 ，C(8) 一 0 等 价 于 R(B) 一 co, 


*]118* 


(=) 定理 和 ik Beg Wings 
C(B); GRAZ, PL 00) m 1 gt sm VIL CB) 0 
或 一 0 而 定 .。 — | 

证 。 如 如 为 相对 紧 集 ， 由 RLB》 的 定义 及 $16 9 2, 
AIR(B) — co 与 如 为 报 罕 等 价 。 以 下 进 廊 为 非 相 对 紧 集 ， 设 
R(B) = co, FHC26) Xl, RCe) = oo XE SE cC B. EM 
(26), RCD) 一 oo .对 相对 紧 集 DZB 也 成 立 ， 于 是 由 上 所 证 
XID ARA. 由 于 召 可 表 为 可 询 多 个 相对 紧 集 之 和 ， ik B2 
极 集 ， 反之 , 设 BB 为 极 集 , 则 的 每 个 紧 子 集 < 为 极 集 ， 由 上 
所 证 R(e) 一 òo, HH (26) 得 (B) = eon mE 

5511 定理 5 EZ E UC 

定理 3. B B AIRI RE, Il] 8 2j IR BERI JE Fi 

supKuG) - CO, (29) 


Xe AESI o 有 限 调度; 支 集合 于 B e) 
IE ERREF ADB, ENSO 定义 
DN 
则 有 MEL 
{xd Ou) 0 70 
- Gan [iso One 
4 N V oo, RIRE EE 
oko m Vs ERG Co G0 
由 $14(12), 如 EË, 则 LiG) — Lax) —9. 因 Bc4， 
由 $515(13), 左 方 等 于 | | 


+ 1197 


据 此 式 及 (G3), 得 
RCGD CB) S supKpGr) * pa C4) = pKa), 
Bi (26) RCB)a(B) < sup Kela), | 
4-in B 29M. RCE) 一 co， 故 sup Kel) — co. 
反之 , 设 supKa(x) ~ oo 对 满足 定理 条 件 的 一 切 n R 


ZRB BHRR. FU, 如 说 BIRR, BU RCE) «oo 
B ROSEAERUBE po 它 满足 定理 条 件 ， 但 看 $16(13》 — 
Kesa) xz RCB) < eo, —HW x. 
SERIE, 
$18. 结 R d 

(—) M. Brelot 认为 : 势 论 中 有 三 夫 问 题 : DiricMer fe] 
HE. Balayage 问题 与 平衡 条 题 。 在 牛 慎 势 与 对 数 势 的 情况 ,我 
们 对 这 些 问 题 作 了 简要 论述 。 冰 明了 它们 与 布朗 运动 的 关系 
以 及 其 概率 解法 .但 势 论 中 还 有 许多 问题 ， 如 可 加 泛 函 \ 能 、 
Martin 边界 等 , 则 未 涉及 ， 

《二 )》 牛 顿 势 的 一 般 化 是 格林 (Green) . 势 。 设 呈 为 
R"(n > 3) 中 的 开 集 ,其 格 宁 函 数 为 G8. y), Gy € D). 


如 D = R”, GiG y) STE E SO 一 入， 在 一 般 情 
MRAD REDE D LETRA 
Gpp x) = | C Cr, yady), CxCD). 
它 所 对 应 的 过 程 是 首 出 DP BUREAU). 1 二 ep; 
ep 29 D Bn. 于 是 也 可 以 研究 糙 林 势 的 平衡 问题 等 
等 . 
《三 》 受 布朗 运动 的 启发 、，Humt 等 发 展 了 一 般 马 氏 过 程 


=. 120- 


(主要 是 所 谓 Hon 过 程 ) 与 势 论 的 联系 。 为 此 ,必须 给 出 “ 执 
论 " 的 一 般 定义 ;讨论 那些 可 以 脂 乌 吏 寺 程 的 术语 来 表达 的 势 
论 对 象 和 运算 . ， 例 如 。 联 系 于 每 一 马 氏 过 程 有 它 的 “调和 函 
MC" GARR, 当 此 过 程 为 布朗 运动 时 ,它们 就 分 别 化 为 本 
书 中 的 调和 函数 与 非 负 上 上 潮 和 函数 。 C 

本 书 的 主要 参考 文章 为 [15,167; 关 于 上 述 发 展 可 见 文献 
DL, G 8,17, 13] 以 及 新 近 的 有 关 文 献 . 
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